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PREFAZIONE






La prima nostra pubblicazione sui wmetodi delle omografie
veltoriali risale al 1903 (‘). Le svariale applicazioni fatte da
not stessi e da mnostri valorosi collaboralori, lo sviluppo, i
complements e le semplificazioni del metodo stesso ci indussero,
tre anni dopo, a intraprendere la esposizione dei vecchi e det
nuovi lavori in un piano pitt wnpio, e ne nacquero ¢ due
primi volumi di « Analyse vectorielle générale »: ¢l primo
dedicalo alla teoria generale delle trasformazioni lineari ed
il secondo alle piiv wnofevoli applicazioni alla meccanica ed
alla fisica-matesmatica (*). Degli altri volwimi che avrebbero
dovuto far seguito a questi due priwi, per cause assolutamente
estranee alla nostra volontd, non vide la luce che quello sulla
Astatica del compianto prof. Bottasso (°). Intanto tali metodi
andavano diffondendosi e popolarizzandosi, sia per opera di
~un maggior numero di studiosi che estesero e perfezionarono
la nostra opera, sia perché costituirono e costituiscono tutlora
argomenti di corsi superiori universitari; e céd nonostante che
contemporaneamente si sviluppassero allri wefodi certamente
non assoluti ¢ completamente diversi dai nostri, sull esame
critico dei quali now é qui il nomento di intrattenerci.

Esauriti do alcuni anng ¢ due volwmi di Analyse, la co-
raggiosa e benenerita Casa Editrice Zawichelli si offerse di

(1) Omografie vettoriali con applicazione alle derivate rispetio ad un
bunio ed alla fisica-matematica. Torino, G. B. Petrini, 1909.

(%) Analyse vectorielle générale. - 1. Tramsformations linéaires. Pavia.
Mattei, 1912. 11. Applications & la mécanique et & la physique. Thid.. 1913,

() M. Borrasso: Astatique. Toid., 1915,
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riprendere lo, pubblicazione della « Analisi vettoriale generale ».-
Alla benemnerita Casc Editrice, che tanto contribuisce alla affer-
mazione e alle diffusione dell’ alta cultura scientifica italiona
nel wondo, porgiamo i wostri pit vivi ringraziaments.

I criteri, dopo civea venti anni di lotte, di studi e di un
lavoro condotto con fede e con costanza, non sono diversi da
quelli coi quali iniziammo i nostri studi nel 1909 : cioé
trattazione assoluta di tutte le questioni fisico-meccaniche-
geometriche, indipendentemente da qualsiasi sistema di
coordinate.

Questo primo, dei volumi di cui constera la nuova serie,
tratta ancora delle trasformmazioni lineari, ma in modo piv siste-
wmatico, pity ampio e completo che nella lrattazione del 1912.

I professori Boggio e Burgatti vollero prodigavci i loro
consigli e suggerimenti e dividere con noi la fatica della revi-
sione della stampa: di cio nos siamo loro pubblicamente gra-
tissimni.

E noi, dopo un quarto circa di secolo di comune lavoro,
giunti quasi al termine delle nostre fatiche, presentando al
pubblico matematico la sintesi dei nostri studi, proviamo un
senso intimo di soddisfazione per U opera compiuta che, ci
auguriamo, nown sia stata del tutto inutile per la scienza.

C. BuraLIi-Forrt

(R. Accademia Militare di Torino)

R. MarcoLoONGO
(R. Universita di Napoli)



INTRODUZIONE

Burali-Forti e Marcolongo






- 1. Eguaglianza; coppie, terne,...;
operatori; operazioni.

1. Eguaglianza, o identita.

La relazione di eguaglianza, o identita, tra un elemento %
ed un elemenfto y, la esprimeremo con la notazione z—1y
che deve essere intesa esclusivamente nel senso preciso che
ora indichiamo:

[ 2=y solamente quando: <« qualsiasi proprietd di x ¢,
_altresi, una proprieta di y », ’

Y

e il segno = si legge é uguale ad, ovvero é identico ad.

Una proprietd di « si pndo sempre esprimere sotto la
forma: x ¢ un elemento della classe U. Allora, alla [1] si pud
sostituire

2 =19y solamente quando: « se U ¢ una classe che he =
[Y']{ per un suo elemento, allora si ha, e qualunque sia U,
che anche y é un elemento di U » (*).

Dalla [1], o dalla [1'], segue in modo ovvio, qualunque
siano gli elementi z, y, 2z, che:

[2] x ==, proprietd riflessiva, v
_{3] da z=y segue y =&, proprieta simmetrica,
[4] da x =1y e y =2 segue x =7z, proprietd transitiva.

B in virtd della [3] che & lecito dire « z ¢ y sono eguali,
0 identici » in lunogo di dire x=1y, ovvero y —==2.

{) Per ulteriori schiarimenti sui concetti logici che esponiamo in
questa Introduzione, cfr. C. BuraLi-Forri, Logica malematica, 2* ediz.,
1919, (Manuali Hoepli), Citeremo questo libro con ia abbreviazione L. M,
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11 fatto, <« non & vero che x ¢ y sono eguali », ovvero
«x non & equale ad y», ovvero « % ¢ diverso da y », lo
esprimiamo scrivendo x ==y, e quindi dalla [1] od [I'] si ha:

%=y solamente quando: « esiste, almeno, una proprietd
[1”1{ di % che non & proprietd di y », ovvero, « esiste, almeno,
una classe U che contiene x e non contiene y ».

Le proprietd [2], [3], [4], riflessiva, simmetrica, transitiva,
della identita, appartengono pure ad infinite altre relazionsi,
che possono esser chiamate relazioni equabili; ad es., le
relazioni che si esprimono ordinariamente con le frasi « &
parallelo a », « & equivalente a », < & simile a ».

Delle infinite relazioni equabili, una soltanto gode della
proprietd [1] e questa & I’ equaglianza o identita, alla quale
intendiamo riservato esclusivamente il segno =. E si tenga
ben presente che dalla condizione [1] (THOMAB AQUINATIS
e LEIBN1Z) seguono le [2], [3], [4], ma che da queste non
segue necessariamente la [1].

B dunque erroneo dire, come si fa usualmente, che
" identita & caratterizzata dalle [2), [3], [4], ciodé che queste
sono le proprietd caratteristiche della identitd (o equaglianza);
esse caratterizsano la vasta classe delle relazioni equabili,
ma la speciale relazione equabile identita & caratterizzata
soltanto dalla [1].

OSSERVAZIONI. a) Che dalle [2], [3], [4] non segua necessa-
riamente la [1] si dimostra facilmente. Siano a, b, ¢,.. delle
rette e con la notazione a || b si esprima che « & & parallela a b ».
Allora, ammesso, con la definizione di parallelismo, che una
retta sia parallela a se stessa, valgono le [2], [3], [4], cioe:

alla, da al|b segue blia, da a||b e bl ¢ segue a| ¢,

cioe la relazione || & equabile. Ora: se a||b e a gode della pro-
prietd di passare per un punmto A, non & vero che, necessaria-
mente, anche b debba godere della proprietd di passare per it
punto A; vale a dire per la relazione equabile || non vale la [1},
ciod la relazione || non coincide con la relazione —, identita o
eguaglianza. In modo analogo per le relazioni di equivalenza,
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similitudine, ecc., che sono pure relazioni equabili ma diverse
dalla identita. ‘ .

b) Siano F, F’ figure geometriche, o olassi di punti, e sia
possibile stabilire tra i punti di F e quelli di F' una corri-
spondenza univoca ¢ reciprooa [cfr. questa Introduzione, I, n. 3]
tale che: qualanque siano i punti P, @ di F, ed essendo P/, Q'
i punti di F’ corrispondenti ai punti P, Q di F, si abbia sempre
che: la distanza di P da Q ¢ identica alla distanza di P’ da Q'.
Tale corrispondenza & wuna relazione equabile, ma non é U identita,
almeno in generale, perché altrimenti, per la [1], dovrebbe
essere P’ = P, qualunque sia il punto P di F. La corrispon-
denza sopra indicata si chiama talvolta eguaglianza geometrica
(frase assai dubbia), quasi sempre semplicemente eguaglianza
(frase erronea se si stabilisce, ed @ necessario farlo, che la equa-
glianza sia caratterizzata dalla [1]). B preferibile, come noi
faremo sempre, dire che le figure F, F', nelle condizioni sopra
indicate, sono congruenti.

¢) Una relazione equabile per gli elementi di una classe U,
conduce sempre ad una classe V, che ha con U e con la relazione
considerata uno stretto legame. Giova portare alcuni esempi.

La velazione sovrapponibilita per la classe U dei segmenti da
la classe V delle lunghezze. Se a & un segmento, la « lunghezza
di @ », brevemente lung a, & un nuovo elemento geometrico
dipendente da a e che non varia col variare di a nella classe
dei segmenti sovrapponibili ad a; vale a dire

«lung a =1lung b » solamente quando, « @, b sono sovrappo-
nibili ».

La relazione equivalenza tra poligoni piani, o tra poliedri, dd
le due classi delle aree e dei wolumi. Anche in questo caso,
secondo che a, b sono poligoni piani o poliedri si ha

«area @ —area b»

«volume & — volume b »° solamente quando, a & equivalente a b».

11 parallelismo delle rette da le direzioni o punti proiettive
all’ infinito, Se a, b sono rette

« dir @ == dir b » solamente quando, « @, b sono parallele ».

B cosi di seguito. — Si deve notare, del tutto in generale,
che la relazione equabile per gli U viene trasformata in identitd
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per i V, ed & appunto questo fatto che costituisce la grande
importanza pratica e teorica della classe V ottenuta da U e
da una relazione equabile per gli U.

Non & necessario riportare qui la definizione regolare e lo-
gicamente precisa della elasse V [efr. L. M., Cap. 1V, §§ 1, 2}
mediante operatori; & peraltro utile ricordare che le ordinarie
forme di definizione della V per astrazione o per classi [cfr L.
M., Cap. IV, § 5] sono logicamente errate.

d) Aleuni credono potere infirmare la definizione gene-
rale [1] della identita, introducendo le cosi dette pseudo-classi,
ma che sono, realmente, delle classi vuote e provengono da con-
cetti erronei ('), come ad es.: numeratore e¢ denominatore di un
razionale : origine e estremo di un vettore ; monomio, binomio, iri-
nomio,... Ma crediamo inutile insistere su argomenti che sono
stati completamente analizzati e discussi; basta Vaverli ricor-
dati al lettore.

2. Coppie, terne,.... .

Definite le coppic (z;vy), le terne (z;y;2),.... come ope-
ratori nel campo logico [L. M.; Cap. II, § 3 (%)}, risulta
subito che:

(#59)=(a;b) solamente quando, z=—=a e y}_b
(1] § (®;9;2)=(a;b;c¢) » r=a e y=>b e s—¢

[ R R R S SR » [ L T T S S S

e cio dipendentemente dalla deﬁmzmue, (1] del n. 1, del-
I’identita.

B importante porre in ev1denza, e tener ben presente,
il seguente carattere delle coppie, terne, ... che risulta dalle
condizioni [1] necessarie e sufficienti per 1 identitd. Se m &
una coppia, allora esistono due elementi x, vy, ¢ questi due
soltanto, tali che m = (x;y); ciod: data una coppia (m) ne

(1) C. Buravni-ForT1, Sulla definizione di equaglianza. (« Il Bollettino
di Matematica », 1923, pp. 110-113).

() Per una modificazione a tale definizione, cfr. C. Buravri-Forri,
Sui numeri reali e le grandezze. (R. Ace. Lincei, vol. XXX, 1921; Nota I,
pp. 175-177, 1° sem.; Nota II, pp. 26-28, 2° sem.).
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¢ determinato in un sol modo 5l primo elemento (x) ¢ il secondo
elemento (y). In modo analogo per le terne,.... _
Segue -ancora che una n-upla generica individua una
successione di n elementi, o quindi le varie specie di com-
plessi dell’ ordine n [L. M.; Cap. II, § 3, n. T e § 9, n. 6;
Cap. V, 8§ 5, 7). ’ ‘

Se A, B, 0, D sono punti il vettore B — A (') non pud essere
identificato alla coppia (A;B); poich® si ha B—A=D—C
senza ohe debba essere mnecessariamente (A; B) = (0; D). Lo stesso
si ha, ad es., per il razionale 2/3; esso non é la coppia (2;3),
poichd, mentre 2/3 = 4/6 si ha che (2;3) 3= (4;6). 11 vettore B—A
& semplicemente una funzione della coppia (4;B), ma non la
coppia; il razionale 2/3 & una funzione della coppia (2;3), ma
non la coppia.

Vi & appena bisogno di far notare che dalle condizioni [1]
di eguagliansa di due n-uple risultano [subito le seguenti
condizioni di disequaglianza:

' 2;Y)3F=(a;b) solamente quando, z==a, ovvero y=b
5 (w35 5) == (a3 b; 0) > z=a, ovvero y==b,
ovvero s=¢

( ............ > T A

Si ha, ad es., (x;y) == (y;%) salvo il caso che sia 2=y.

(2]

3. Corrispondenza univoca.
Siano U, V delle classi contenenti elementi, cioé non
yvuote. ,
Si consideri una classe W sodisfacente alle condizioni
seguenti:
a) W & una classe di coppie (z;y) di ciasouna delle
quali il primo elemento & un U e il secondo elemento eun’V;

(Y) Per tutto cid che riguarda la teoria generale dei vettori, forma-
zioni geometriche e qualernioni, ci riferiamo agli Hlementi di Oalcolo
vettoriale, 2* ediz. (N. Zanichelli, Bologna) di C. BuraLi-Fortr ¢ R. MAaAR-
COLONGO, Citeremo questo libro cor la abbreviazione E, C. V.
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b) qualungue sia I elemento z di U esiste un elemento y
di V, ed uno solo, tale che (x;y) é un W; o, in altri.ter-
mini, se x & un U, non importa quale, e y, z sono dei V
tali che le coppie (x;¥), (z;2) sono elementi di W, deve
essere Y == 2.

Sotto altra forma: W & una classe della quale tutti gli
elementi si ottengono dalla coppia (%;y) facendo variare x in
tutta la classe U e, contemporaneamente, facendo variare y
nella classe V, tutta o parte di essa, con la sola condizione
che ad uno stesso x di U non possano essere accoppiati, sepa-

ratamente, due elementi distinti di V.

Cosi, ad es., se x,, &,, &; sono i soli elementi che formano
la classe U, gli elementi di W sono:

(15 1)y (a5 Ya)y (%35 Ys)

ove ¥, ¥y, Yz, Sono elementi di ¥, che possono essere scelti ad
arbitrio e che una volta scelti individuano la classe W.

Salvo il caso che V contenga un solo elemento, delle
classi W sodisfacenti alle condizioni (a), (b) ne esistono pitt
di una; anche infinite se almeno una delle classi U, ¥ con-
tiene infiniti elementi (& classe infinita).

Una qualunque, fissata ad arbitrio, delle classi W, sodi-
sfacente alle condizioni (a), (b), individua cid che comune-
mente chiamasi una

corrispondenza univoca tra gli U e i V,

poiché : accoppia ad ogni elemento x di U, nessuno eccet-
tuato, un determinato elemento y di V e ne accoppic une
solo, non essendo possibile che (x;v), (%;2), con y= 2z, siano
entrambi elementi di W.

Data la elasse W ed essendo (z;¥) un suo elemento,
generico, si dice che:

Py di V ¢ il eorrispondente dell’x di U

nella corrispondenza tra gli U e i ¥ individuata da W.
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Una corrispondenza univoca tra gli U e iV si diee reci- -

proca (o anche univeca e reciproca) quandoi '

fissato ad arbitrio un elemento y di V esiste un ele-
mento x di U (e, necessariamente, uno solo) che ha y per
corrispondente nella corrispondensa univoca considerala;

ovvero, il che equivale:

la coppia (v;y) percorre tutta la classe W quando,
non solo x percorre tutta la classe U, ma anche y percorre
tutta le classe V.

B chiaro che: se W, con i suoi elementi (z;¥), individua
una corrispondenza reciproca tra gli U e i V, la classe W,
che ha per elementi le coppie (y;z) individua una corri-
spondenza, pure reciproea, tra i V e gli U, corrispondenza
che chiamasi inverse di quella determinata da W.

4. Operatori.

Valgano le ipotesi e notazioni del n. 3.

Fissata una classe W, ciod fissata una eorrispondenza
univoca tra gli U e i 7, e se m & un elemento, generico,
di W, sono determinati, e in un sol modo [efr. n. 2], I"ele-
mento # di U e 'y di ¥ tali che m = (z;¥). Vale a dire:
un elemento m di W determina, ad un tempo, un elemento
di U ('z) e quello di V ('y) che corrisponde ad z nella
corrispondenza individuata da W. Peraltro 'm di W da
collegati tra loro z ed y, mentre in tutte le applicazioni
ed ogni qual volta si presenta una corrispondenza univoca
tra gli U ei ¥V, vi ¢ assoluta necessith di avere 'y di V
corrispondente dell’x di U da solo, isolato, non unito ad z;
di pitt occorre una notazione che esprima chiaramente come
'y, corrispondente di x, si ottenga da x con una legge fissa
(rispetto ad U, V, W), legge che deve essere appunto quella
individuata dalla classe W. '

L’ inconveniente si toglie e lo scopo si raggiunge, sia-
bilendo, dati U, V, W, un simbolo fisso f (dipendente, natu-
ralmente, da U, ¥V, W ma indipendente da 2 variabile in U)
e scrivendo

{1 y=fx
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per esprimere che: y & quell’ elemento di V che corrisponde
all’ elemento x di U nella corrispondenza univoca tra gli U .
¢ i V individuata dalla classe W.

Nel secondo membro della [1] I’ f & un simbolo, semplice
o composto, tale che la notagione fx, ottenuta scrivendo f
alla sinistra di un conveniente z, ¢ senza che tra fed x si
interponga altro simbolo, abbia significato.

Un simbolo come I’ f ora considerato si chiama opera-
tore a sinistra. Analogamente si possono considerare gli
operatori a destra, con la notazione zf. Noi faremo sempre
uso di operatori a sinistra e li chlameremo semplicemente
operatori.

I noti simboli, sen, cos, log,.. sono operatori a sinistra. Il

Py

Jattoriale, !, & un operatore a destra.

Valendo la [1] la classe W & formata dalle coppie che
si ottengono da (z;fx) facendo variave z in tutte la classe U.

Un operatore pud esser definito direttamente: ad es.,
posto senh 2 —(e” — ¢~%)/2, per  numero reale arbitrario,
resta definito 1’operatore senh. Definito direttamente f da
applicarsi agli U per ottenere dei ¥, resta determinata la
classe W delle coppie (z;fxr) per x variabile in tutta la
classe U. Ne segue che: le corrispondenze univoche [cfr. n. 3]
danno gli operatori ammessa 1’azione grafica del simbolo 7
e, viceversa, gli operatori dinno le corrispondenze univoche.
Possiamo dunque considerare indifferentemente, come fa
pidt comodo, corrispondenze univoche o operatori; il che
faremo in tutto ¢id che segue.

Un operatore f che applicato agli U produce dei V si
chiama operatore tra gli U ¢ i V, o anche operatore per
gli U quando facecia comodo sottintendere la classe V.
Ad es., sen & operatore tra i numeri reali relativi e la
classe (— 1) ' (+41); log & operatore per i numeri rea‘li
positivet non nulli (nel campo reale).

Operatore per gli U e simbolo di funzione per gli U, sono
frasi aventi lo stesso significato.
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Se U & una classe di coppie, terne,.., allora f dicesi
anche operatore binario, ternario,..., o anche, simbolo di
Sungzione di 2, 3, ... variabili, variabili che sono gli elementi
delle coppie, terne, ... elementi di U.

L’operatore f tra gli U e i V si chiama reciproco o
invertibile quando dd luogo ad wuna corrispondenza reci-
proca tra gli U e i V [cfr. n. 3. Se f & operatore reciproco
tra gli U e i ¥, la corrispondenza tra i V e gli U, pure
reciproea [efr. n. 3], dd luogo ad un nuovo operatore tra
i ¥V e gli U, pure reciproco, e che, seguendo HAMILTON,
indicheremo con f—*, Ne segue che se f & operatore reci-
proco tra gli U e i V, la [1] diviene

(2] x=f""y
e si seguono le leggi ordinarie dell’Algebra.

Ad es. log & operatore invertibile e da y—=Iloga si trae
x=1log—'y che equivale ad x = ¢”. Se 1’ operatore sen si applica
a tutté i numeri reali allora non & invertibile; ma se lo si applica
ai numeri dell’intervallo (— m/2)'—'(+ n/2) é invertibile e da
y=—=s8en x si trae y=sen'ly,

Un operatore tra gli U e gli U chiamasi anche, breve-
mente, sostituzione per gli U; esso da luogo ad una tra-
sformazione univoca tra gli U e gli U, o proviene da una
tale trasformazione. La maggior parte degli operatori che
si presentano nelle applicazioni sono appunto delle sosti-
tuziond.

5. Operazioni. Operatori derivati da operazioni.

Siano: U,, U,, V classi non vuote; U la classe formata
dalle coppie (%, ; #,) variando, comunque, @, e z,, rispettiva-
mente, in U, e U,; f un operatore (binario) tra gli Uei V.

Poniamo, per definizione del simbolo O (ora generico
e che assumerd forme particolari nei vari casi),

{l] xiox2=f(xl; x2)

qualunque sia I’elemento (z,; z,) della classe U.
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La notazione z, O z,, ottenuta scrivendo O tra z, e =,
e senza che tra z, ed O, tra O ed =z, si interponga altro
simbolo, indica, nelle ipotesi fatte, un determinato elemento
di V, che, naturalmente, dipende da z,, z, e dall’opera-
tore f, mentre O dipende da U, V, f.

Il simbolo O definito dalla {l] si chiama: operazione
tra un U, e un U, che produce un V. In particolare se le
classi U,, U,, sono identiche alla classe ¥, si puo dire, bre-
vemente, che (O & una operazione per i V, il che significa:
O & operazione tra un ¥ e un ¥V che produce un V.

I simboli + — < / dell’Algebra (con le dovute limitazioni
di / per lo zero) sono operazioni per i numeri reali. I segni
+ — O® A [B.C.V.] indicano operazioni per i wvettori. Nel
campo vettoriale, > & operazione tra vettori vettori e numeri.

Con la [1] si & definita una operazione derivante da un
operatore binario. Viceversa, definendo direttamente una
operazione, come ad es. > e A per i vettori [efr. E. C. V.,
P- 22 e 26], si oftiene da essa un operatore binario. Si puo
dunque, almeno teoricamente, far uso, indifferentemente,
di operatori binari o di operazioni. Praticamente occorre
scegliere tra operatore binario e operazione, equivalenti,
quello che d& il pitt semplice algoritmo.

Se alle operazioni + — X [ dell’ Algebra si sostituiscono
degli operatori binari 1’algoritmo algebrico diviene complica-
tissimo. Se, ad es., alle operazioni —+ > si sostituiscono gli
operatori binari o, 7, cio® si pone, per #, y numeri reali,

o(w;y) =a+y, m@;y)=axy,
allora la proprieta distributiva del prodotto rispetto alla somma,
g+ Xe=xXz+axx2,
assume la forma complicatissima

nio(@iy)sel =oc|n(x;2); ®(y;2)!

(1) Con questo segno indichiamo il prodotto di un vettore per un
numero reale, anzi pitt in generale [efr. Intr. IT, n. 1] il prodotto di un
elemento di un sistema lineare per un numero reale.
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e il caleolo algebrico diverrebbe impossibile. Lo stesso dicasi
per le operazioni vettoriali + — © X A; come, ad es, le
notazioni S(u, v), V (%, v), derivate inesattamente da precise no-
tazioni quaternionali di HAMILTON, e le grottesche notaziont
a sistema cellulare (uv), [uv], al posto di « < v, u A v. Come
altro esempio notiamo che per le diadi & preferibile la notazioune
H (u,v) con I’operatore binario H alla operazione, prodotto dia-
dico, del GBBS.

In certi casi & praticamente opportuno sottintendere tra
z, e z, il segno O definito con la [1], e scrivere, breve-
mente, z,2, al posto di », O z,. Ma si deve soltanto sottin-
tendere e non sopprimere il simbolo (O per ragioni che
vedremo tra poco. Del resto siccome con le U,, U,, V si
possono stabilire diverse operazioni O, Q... & chiaro che,
se mai, si potrd sottintendere uno solo di questi simboli.

In Algebra si sottintende quasi sempre il segno <. Per i
vettori si sottintende il segno ©®, prodotto di un vettore per
un numero reale. Nella teoria delle formazioni geometriche
[E.C. V., pp. 100-118] si sottintende il segno di prodotto alter-
nato e anche quello di prodotte per un numero.

Dalla [1] e dalla definizione di operatore [cfr. n. 4] ri-
sulta subito che ‘

(2] 2,0 & operatore (a sinistra) tra gli U, ¢ 1 V,
[3) Qw, & operatore (a destra) tra gli U, e i V,

qualunque siano gli elementi z,, z, di U,, U,. Sono di
grande importanza pratica gli operatori [2], [3] dedotti dalla
operazione O .

Se u & vettore e m & numero reale, allora: v +, u—, v A,
m © sono operatori tra vettori e vettori (sostituzioni per i vet-
tori), e operatori a sinistra; > & operatore (a sinistra) tra
vettori e nameri; +w, —w, A u,sono operatori a destra tra
vettori e vettori; @ u & operatore a destra tra numeri e vet-
tori. In Algebra gli operatori a destra -+ x, —x, variando «
in tutta la classe dei numeri reali assoluti, danno, rispettiva-
mente, i numeri reali positivi e negativi.
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Se si conviene di sottintendere il segno O di operazione,
cioé si serive #,z, in luogo di #, O =,, allorale (2], 3] danno

z, & un operatore (a sinistra) tra gliU,eiV,
z, & un operatore (a destra) tra gli U eiV,

il che & falso. Dunque, come si era gia accennato, il sim-
bolo O pud esser soitinteso ma non pud esser soppresso,
poichd col sopprimerlo si giunge a degli assurdi.

Risulta, in modo indiscutibile, da ci0 che precede, che
gli enti da noi chiamati operatori (secondo HAMILTON) sono
ben distinti dagli enti che abbiamo chiamati operazions;
fare, come si fa troppo spesso, confusione tra essi & un
compromettere, in modo irreparabile, tutto I’ algoritmo
vettoriale-omografico. Noi abbiamo fissati i due nomi ope-
ratore (di HAMILTON) e operazione, nomi che devono esser
distinti come lo sono gli enti che essi indicano, ma si pos-
sono anche scegliere e fissare altri nomi; & la sostanza che
interessa.

6. Prodotto funzionale degli operatori. Potenze delle
sostituzioni. ) ‘

Siano: U,, U,, V classi non vuote; f, un operatore tra
gli U, e gli U,; f, un operatore tra gli U, e 1 ¥ (sempre
operatori a sinistra). Qualunque sia 1'elemento z di U,, la
notazione f,(fx) indica un determinato elemento di V e,
in conseguenza, esiste un operatore g tra gli U, ei V tale
che, per  arbitrario nella classe U,,

(1l gz = f,(f.2).

11 simbolo, g, di questo nuovo operatore tra gli U, e iV,
e che & funzione di f, ed f,, lo indicheremo con f, O f,,
cio¢, per x arbitrario in U,, porremo

(2] (f, O f)r=rf,(f1%)

e diremo che f, O f, & il prodotto funzionale di f, per f,.
In generale, con notevole semplificazione, e senza note-
voli inconvenienti formali [cfr. n. 5|, sottintenderemo sempre

r
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il simbolo O della operazione prodotto funzionale di ope-
ratori; quindi nelle ipotesi fatte avremo:

3] (fof )x = f,(f,®), o pit brevemente
f2f1x = fz(fp’v)'

In generale. Siano: U,, U,,..., U,, ¥V una successione
di classi non vuote; f;, per i=1, 2,..., n — 1, operatori a
sinistra tra gli U; e gli U,,,; f. operatore a sinistra tra
gli U, e i V. Applicando, per induzione, le convenzioni
precedentemente fatte per U,, U,, V, si ha che

[4] Jofn—y - fof, & operatore tra gli U, e i V
e qualunque sia I’z di U, si ha )
[B] fufoeiooSof &= Fulfuei{ - ol fi%)}] & un elemento di V.

.11 nuovo operatore f,fn_, ... fof tra gli U, e i V cosi
ottenuto chiamasi prodotto funzionale degli operatori f,,
Joy ooy Frueys Jn in quest’ ordine. Esso stabilisce una corri-
spondenza diretta tra gli U, ed i V eliminando le classi
intermedie U,,.., U,; ed & appunto cid che costituisce
I’importanza pratica del prodotto funzionale di operatori.
Si deve notare che 1’operatore [4] ha significato mnel solo
caso che le successioni U,, U,,..., U,, V, e f,, foy./n
sodisfino alle condizioni poste nell’ ipotesi; ad es. cambiando
di posto in [4] due delle f si ottiene, in generale, un sim-
bolo privo di significato.

11 prodotto funzionale & sempre associativo. Anche se
le U,,.., U,, V coincidono tutte con una classe U, cioe
le f sono sostituzioni per gli U, non si ha, in generale, la
proprietd commutativa; se poi due qualunque delle classi
U,.., U,, V sono distinte allora si & gid visto che nel
‘simbolo [4] non & lecito cambiare 1’ ordine delle f.

Se gli operatori f,, f,,.., fn sono tutti invertibili, auche
_il loro prodotto [4] & invertibile e si ha:

(6] (FaFnms e S ST = ST fila
poiché, ad es., da y=7f,f @ si trae fily=fzx e fi'fily=s.
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Supponiamo ora che le classi U,,.., U,, V coincidano -
tutte con un’unica classe U e quindi che le f siano sosti-
tuzioni.

11 simbolo [4] & una sostituzione per gli U comunque si
permutino le f; ma due permutazioni distinte indicano, in
generale, due sostituzioni diverse per gli U; ciog, come si
& gid osservato, non vale la proprietd commutativa. '

Se f & una sostituzione per gli U se ne possono consi-
derare le potenze ad esponente intero e positivo », ponendo,
come in Algebra,

(7] [z =2, f*He=f(f"2)
e, se f & invertibile, ponendo
8] fre= ("""

qualungque sia 1’elemento z di U.
Si ha, in virtd della proprietd associativa,

9] Jofr =
ma, mancando la proprietd commutativa, (f,f,)™ &, in gene-
rale, diverso da f3'f1" e da fifa.

II. Sistemi e operatori lineari.

1. Sistemi lineari.

Sia U una classe non vuota e sia -+ una operazione per
gli U [cioé tale che se a, b sono elemenfi di U, anche
a+b & un U; cfr. I, n. 5], che chiameremo somma per
gli U. Diremo che:

gli U formano un sistema lineare rispetto all’ opera-
zione -t-, o, pilt brevemente,

U & classe lineare rispetto all’ operazione -,

quando, e solamente quando, sono vere le seguenti pro-
prietd a)-h), nelle quali @, b, ¢ sono elementi generici di U
e m, n sono numeri reali relativi qualunque:
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a) esiste un elemento di U, che indicheremo col sim-
bolo 0 (zero, senza che vi sia pericolo di confusione con lo
zero dei numeri, dei vettori, ecc.) che & nullo rispetto alla
operazione +, cioé tale che

a+0=a

qualunque sia I’elemento a di U;
b) da a+4-¢c=D> ¢ segue a =15
¢) a+b=b+a . [+ & operazione commutatival
d) a+-(b+e)=(a+b)+c [» > assoctatival
¢) Esiste una operazione, ©, tra i numeri reali ¢ gli U
che produce un U [efr. I, n. 5], cioé tale che

mQ®a & un elemento di U,

qualunque sia 1’elemento m numero reale relativo e 1I’ele-
mento a di U, e che chiameremo prodotto degli U per
numeri reali relativi;
f) m®a=0 equivale ad m =0, ovvero a =0
se m==0, allora, mOa=mQObdb equivale ad a=>b
) 359 a0, > ,mOa=n0a > m=n
mO@+b=mQa+mQOb

") m+-nOa=mBOa+ n0Oa.

I numert realé, i numeri complessi di ordine n, i wvettori; le
SJormazioni geometriche di GRASSMANN-PEANO [cfr. E.C.V, pp.
100-118], i quaternioni di HAMILTON [cfr. E. C.V, pp. 225-238]
sono dei sistemi lineari. I numeri razionali non interi, i numeri
reali irrazionali, i punti (come particolari formazioni geome-
triche di 1* specie), ecc., non sono dei sistemi lineari, percheé:
la somma di due razionali non interi pud essere un intero; la
somma di due irrazionali pud essere un razionale; la somma
di due punti non & un punto; ecc.

Di solito sottintenderemo il segno di operazione ©, cosi
scriveremo, brevemente, ma al posto di m © a; sottinten-
diamo ©, ma non lo sopprimiamo poich®, come & gid noto
[efr. I, n. 5], la mancanza del segno © conduce a degli
assurdi.

Burali-Forti e Marcolongo 2
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Risulta da f) che m © & operatore (o sinistra) tra gli U e
gli U; soppresso il segno O risulta che m & operatore tra gli
U e gli U, il che & falso.

In luogo della notazione abbreviata ma, equivalente
alla completa m © @, ci sard talvolta comodo scrivere am.
L’inversione di m ed 4 non & peraltro lecita nella nota-
zione completa, ciod non si pud scrivere a ® m al posto
di mOa.

Ammettendo che mOQa=a@®m si viene a dare ad © un
duplice significato; operazione tra un numero reale ed un U, o
tra un U e un numero reale, che produce sempre un U (e lo
stesso U per m ed a assegnati). Risulterebbe pure che

m © & operatore a sinistra tra gli U e gli U,
a®» » » » 1 numeri reali e gli U

_ & cid potrebbe portare notevoli confusioni.

Alle operazioni + © per il sistema lineare U, cioé per
lIa classe per la quale valgono le a)-h), si estendono le ordi-
narie convenzioni algebriche. Cioé si pone:

—a=(—1)0a, a—b=a-+4(—Db);

e per m==0 si introduce 1’operazione divisione per wun
numero reale non nullo ponendo

a/m =% = (l/mv) Qa;

e lo stesso con la notazione abbreviata sottintendendo il
segno ©.

In tal modo, — e cid resti acquisito per tutto ¢id che
segue —, Vordinario algoritmo algebrico wviene esteso ai
sistemd lineari, bene inteso che 1’ operazione O si fa tra un
numero reale ed un U e non tra due elementi di U.

2. Dimensione di un sistema lineare.
Diciamo che gli elementi a,, @,,.., 4, del sistema
lineare U sono linearmente dipendenti, o linearmente asso-
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ciati, quando: esistono dei numeri reali relativi ©,, Ty, ..y Tn
non tutti nulli, tali che

{1 2,4, + 7,0, + ... + 2,0, =0,

Ne segue che: gli elementi a,, a,,.., &, del sistema
lineare U sono linearmente indipendenti, o non associati
linearmente, quando: qualunque siano @ numeri reali rela-
tivi %, %,y ..y Ty, non tutti nulli, si ha sempre

2] Z,8, + T,0, + o + Tpy, =0,

Diciamo che il sistema lineare U ha n dimensioni,
quando: esistono n elementi di U linearmente indipendenti,
ed inoltre n 41 elementi di U sono sempre linearmente
dipendenti.

I numeri reali relativi, i vettori paralleli ad una retta, i bi-
punti di una retta, i tripunti di un piano, i trivetiori,.. formano
gistemi lineari, ad una dimensione. I numeri complessi del 2° or-
dine, gli imaginari, i vettori paralleli ad un piano, le formazioni
geometriche di 2 specie di un fascio,.. formano sistemi lineari a
due dimensioni. I vettori dello spazio, le formazioni geometriche
di 2° 0 3° specie di una stella, le formazioni geometriche di 1* o
2¢ gpecie di uno strato, formano sistemi lineari a tre dimensioni.
I quaternioni di HAMILTON, le formazioni di 1% e 3% specie,
formano sistemi lineari a quattro dimensioni. Le formazioni geo-
metriche di 2 specie costituiscono un sistema a sei dimensiond. (')

Sono importanti i teoremi seguenti, nei quali U & sistema
lineare ad n dimensioni e «,,@,, .., @, sono elementi di U
linearmente indipendenti.

1.° Per i numeri reali relativi x,, ,,..., %, 8t ha

{3] T,06, + T8, + o+ T8y, =0
solamente quando essi sono tutti nulli (¥, =, =...=, =0).
(1) Per i sistemi lineari generali ad = dimensioni ¢fr. C. BURALI-

Formi e T. Boc61o, Espaces courbes. Oritique de la Relativité. (STEN,
“Torino 1924).
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Dim. Se i numeri # non sono tutti nulli allora la [3] esprime,
in virti della [1] che le a4 sono linearmente dipendenti, il che
& contrario alla ipotesi.

2. Fissato, ad arbitrio, I elemento a di U ¢ determi-
nala, ¢ in un sol modo, la n-upla (%,; %,;..; ,) d¢ numers
reali relativi [cfr. I, n. 2] tali che

[4] a=2,a, + T,6;, + ... + Tp@, = Z7;0;.

I numeri z; si chiamano coordinate di a rispetto al si~
stema a,, Gyy.ey Ay .

Dim. Siccome U ha n» dimensioni, gli # + 1 elementi a, a,,...
@, sono linearmente dipendenti e quindi, per la [1], esistono i
numeri y, ¥, ¥, tali che

() ya+ 9,6, + . +y,a,=0

Se a=0, allora per la (), vale la [3] e tutti i numeri y,
sono nulli; ma y pud esser qualunque non nullo e quindi vale
la [4]. Se d3=0 allora nella («) deve essere y==0, perche altri-
menti tutti i numeri y, y, sarebbero nulli; dunque, posto
x;=—y;/y da (o) si ha la forma [4].

Se si ha a =Xz, e ¢ = 3xa; allora, sottraendo, X(x;— 2, )a, =0
che per la [3] da »;=&/; quindi & si pone sotto la forma [4]
in un sol modo.

3.° Col variare di x,, %,,.., %,, indipendentemente
Vuno dagli altri, nella classe dei numeri reali relativi, ciod
col variare di (x,; %,;...; T,) nella classe totale dei com-
plessi (di numeri reali relativi) di ordine n,

{5] Z,0, 4 T,0, + oo -+ T4y,
percorre tutta, ¢ sola, la classe U.

Dim. L’elemento [5] appartiene alla classe U [efr. n. 1, ipo- .
tesi per+,e)). Se a & un elemento di U, allora (Teor. 2°) a ha
la forma [5]. — Dunque [5] @ elemento generico della sola.
clagse U.
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3. Operatori lineari; loro prodotti funzionali.

Siano U, U’ sistemi lineari rispetto ad operazioni somme
che indichiamo col segno generico + tanto per gli U quanto
per gli U'".

Diremo che 1'operatore (a sinistra) « tra gli Ue gli U’
€ un

r

operatore lineare tra gli U e gli U’
quando, e so]axhente quando,
[1] a(@ +b) = aa 4+ ab, a(ma) = m(ea)

qualunque siano gli elementi @, b di U e qualungue sia il
numero reale relativo m. In altri ts,rmini: affinché U opeé-
ratore o tra gli U ¢ gli U sia lineare & necessario e suffi-
“ciente che esso sia distributivo rispetto alla somma ¢ com-

mutativo eol proddtto per un numero.

Se w & un wettore, w )\, u>< sono operatori lineari, il primo
tra vettori e vettori, il secondo tra vettori e numeri; w -+, uw —
sono operatori tra vettori e vettori ma non lineari. Un quater-
nione o & operatore soltanto per i vettori normali al vettore

. di «, Va, e per tali vettori & operatore lineare. Se m & numero
reale, m@® & pure operatore lineare tra vettori e vettori, e, in
generale, tra gli U e gli U (sostituzione per gli U) qualunque
sia il sistema lineare U.

Dalle [1] risulta subito che:
[2] da a6 =12,a, + %0, + ... + Ty,
segue
ol == Z,00, + Toly - oo+ Ty
¢, in conseguenza, che
{3 a0 =0.
l Se il sistema lineare U ha n dimensioni, allora un ope-

ratore lineare o tra gli U e gli U’ (qualunque sia la dimen-
sione di U') resta individuato dando degli elementi a,,a,,...,a,
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’

linearmente indipendenti di U i corrispondenti a,,a,, ..., a,
di U'. '

Dim. Qualunque sia 1’elemento ¢ di U si ha [efr. u. 2, [4]]
a = Zxa; e quindi per la [2], aa— Jxxa, = Jx.a’; cioe & deter-
minato il corrispondente rispetto ad o di un qualsiasi elemento
a di U. E « & determinato in un sol modo, perché se § & pure
operatore lineare e fa,—a/, allora aa = fBa qualunque sia a e
quindi «=§.

Stando le ipotesi ora fatte, 1'operatore lineare a che
trasforma gli elementi indipendenti a; negli elementi a;
di U, per i=1, 2,..., n, si indicherd con la notazione

! ’ r
4] “=<au“’27"°’an)
By Qyyeeny Qn

Se le a; sono elementi tutti nullé (lo sero) di U’, allora e
é tale che aa =0 qualunque sia I’elemento @ di U. L’ope-
ratore lineare « dicesi in tal caso nullo e lo si indica ancora
col segno O (zero), e si ha 0a=0.

Si noti che: ¥ operatore lineare «, per gli U, é U opera-
tore nullo solamente quando oa=0, qualunque sia U ele-
mento « di U.

Gli operatori lineari sono degli operatori e quindi val-
gono per essi le posizioni e proprietd stabilite per gli ope-
ratori gemerici [cfr. I, n. 4, 6], posizioni e proprietd che
noi applichiamo, senz’altro, agli operatori lineari.

B importante indicare esplicitamente le proprietd se-
guenti.

1.° Se U, U sono sistemi lineari, entrambi ad n di-
mensiont, a;, ed a/, per i =1, 2,...n, sono elementi linear-
mente indipendenti di U e di U’, rispettivamente, allora, nel
campo degli operatori lineari:

’ 4 ?
a/, ay .., a, IR (W A A
[6] da oc=( segue ot = .

’ 4
Ay Qyyony Ay a',a), .., a,

Dim. Se « tale che aa, = a,” ammette ’inversa «—1, deve essere
o«ta; =ua,;; ma per le ipotesi fatte & determinato 1’operatore
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. lineare § tale che Ba/=a;; deve dunque essere «~la —fa’ ©
quindi (poich® @, sono linearmente indipendenti) § & appunto
la inversa di a. '

2.° Il prodotto funsionale di operatori lineari é pure
operatore lineare.

Dim. Siano: U, U’, U” sistemi lineari; o operatore lineare
tra gli U e gli U, B operatore lineare tra gli U egli U Se
a, b sono elementi gualunque di U e m & numero reale relativo,
per Voperatore Bx tra gli U e gli U” si ha:

Ba(a + b) = B(aa + ab) = Baa + Jab
fa(ma) = B(maa) = m(3aa)
e quindi, per le [1], Bx & operatore lineare tra gli U e gli U.
Analogamente, o per induzione, per il prodotto di tre o pin
operatori lineari.

3.° Le potenze di una sostituzione lineare per il sistema
lineare U sono pure sostituzioni lineari per gli U; per gli
- esponenti negativi & necessario che la sostituzione data sia
invertibile.

Dim. Qualunque sia ’elemento a di U si ha, essendo « una
sostituzione per gli U, a’a=a, ola= aa, a*a==aaa, ¢*@==0x’dy.
e quindi, per » intero positivo o nullo, " & sostituzione per
gli U ed & sostituzione lineare [efr. Teor. 2°]. Se poia & inver-
tibile, da a—"=(a—")* e da cio che precede risulta ancora il
teorema.

4,° Se m & numero reale relativo, allora m © & sostitu-
zione lineare per un qualsiasi sistema lineare U.

Dim. Siano a, b elementi qualungne di U e sia » un numero
reale arbitrario. Si ha, anche facendo uso della notazione abbre-
viata,

mO(a + b) = ma + mb, mO(na)= n(mEa)

e quindi, per le [1], m® & operatore lineare per gli U.
Le osservazioni che seguono sono importanti.

a) Sia U un sistema lineare ¢ m un numero reale re-
lativo. Dal teor. 4° risulta che m ©, cioé m seguito dal sim-
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bolo ® di prodotto di un U per m, & una sostituzione lineare
per gli U; ma non risulte che m sia une sostituzione lineare
per gli U. Quando, come & opportuno fare, si sottintende
il simbolo O, risulta che m & sostituzione lineare per gli U,
il che, come si & osservato, & falso. Pure nell’uso comune
si dice che: i numeri reali relativi sono delle sostituszioni
per un sistema lineare qualunque. Noi, per amor di brevita,
e per non allontanarci troppo dall’ uso comune, faremo pure
uso della frase ordinaria ora indicata, per quanto erronea,
ma si deve tener presente che, non m, ma m ® & la sosti-
tuzione lineare per gli U.

b) Tra le sostituzioni lineari per gli U vi & I'identita,
ciod quella che ad un qualsiasi elemento a di U fa corri-
spondere lo stesso @. Da quanto abbiamo esposto nel teor. 4°
e in @) risulta che

10 8 Videntit,

e non 1 come si dice usnalmente. Seguendo, ancora, la con-
venzione abbreviativa a) indicheremo, di solito, semplice-
mente con 1 la sostituzione lineare identit.

Ne segue che se « & una sostituzione lineare invertibile
per gli U allora «—'« e anche aa—! & I’identita e si ha

esattamente o'a =aqa~' =10,
sotto forma abbreviata oo — aa—' =1,

¢) Siano: U un sistema lineare ad n dimensioni; «,,
@y, ..., &, 6lementi linearmente indipendenti di U; « una
sostituzione per gli U. Si pud individuare « dando i numeri
reali z,,, tali che ‘ '

(6] e, =ug;a, + 2,0, + ... + 2,4, per i = L2,..,n,

essendo ;,, per s =1, 2,..., n, le coordinate di xa, rispetto
al sistema a,, a,,..., a,.

Le [6] si sogliono anche rappresentare mediante il quadro
0 matrice (non determinante)
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By, Ty o Ty

Ty, Tyy o X,
17 N

Ty Tng oo Tnn

ma tale notazione & incompleta poiché rimangono sottin-
tesi gli elementi «,, a,,..., @, di riferimento. Del resto,
come vedremo, noi opereremo sempre indipendentemente da
coordinate, cioé sotto forma assoluta e quindi la [7| & del
tutto inutite. Talvolta ci sard comodo far uso della forma [6],
ma mai sistematicamente e per a,, a,,.., @, generici, ma,
invece, soltanto in casi particolari e per a,, a,, ..., @, ele-
menti intrinseci della particolare questione che si studia.
Si noti che « & invertibile solamente quando il determi-
nante dato dalla matrice [7] & diverso da zero.

4. Somma degli operatori lineari.

Se o, B sono operatori lineari tra gli U e gli U’ esiste
un operatore lineare v tra gli U e gli U’, ed uno solo, tale
che, qualunque sia I elemento a di U, si ha

(1] Ya = aa + fa.

Dim. Qualunque sia I’ elemento a di U, aa -+ Ba & un deter-
minato elemento di U’ e quindi y sodisfacente alla [1] & un
operatore tra gli U e gli U”. B unico, perche se anche y’ so-
disfa alla [1), si ha ya=y'a, qualunque sia 4, e quindi y=v".
B lineare, perchd essendo «, § lineari, se a, b sono elementi di
U e m & numero reale relativo, si ha

Y(a +b) = a(a + b) + f(a + b) =aa + 8b + fa + 3b=
= (aa + Ba) 4 (xb + Bb) = ya + b,
Y(ma) = (ma) -+ B(ma) = m(xa + fa) = m(ya).
L’operatore y, funzione di « e di B, che sodisfa alla [1]
lo chiameremo somma di « con 3 e lo indicheremo con

la notazione o -+ f.
Allora la [1] assume la forma, indipendente da vy,

2] (o +- B)a = ot + Ba
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che fa vedere chiaramente come « -+ sia operatore distri-
butivo. )

Come in Algebra si pud considerare la somma di tre, ...
operatori lineari tra gli U e gli U'. Risulta in modo ovvio
che tale somma & associativa e commutativa.

b. Sistemi lineari di operatori lineari.

Siano: U, U’ sistemi lineari; «, 8, v, ... operatori lineari
tra gli U e gli U’; m, n,.. numeri reali relativi.

La somma di « con B, cioé o -+ § &, come « e § [cfr. n. 4]
un operatore lineare tra gli U e gli U’'. Esiste 1’operatore
lineare nullo, lo 0 (zero) [cfr. n. 3] che & nullo rispetto
all’ operazione -, perché dalla [2] del n. 4 si ricava subito
che « 4 0 =« qualunque sia «. Il prodotto funzionale di «
per I’operatore lineare mQ® [cfr. n. 3; a)] & I’ operatore pure
lineare [efr. n. 3, 2°] mO«, o0, con notazione abbreviata, ma.
Dunque gli operatori lineari tra gli U e gli U’ sodisfano,
insieme alle operazioni -+ (somma), © (prodotto per un
numero), alle condizioni «)-h) stabilite nel n. 1. Dunque:

Gli operatori lineari tra i sistemi lineari U, U’ formano
un sistema lineare.

Questo teorema & della massima importanza per tutto
cid0 che segue. '

Si hanno molte proprietd per la dimensione del sistema
di tali operatori, dipendentemente dalle dimensioni di U
ed U'. Noi troveremo alcune di queste proprietd per le
omografie, ma ci & del tutto inutile esaminare la questione
in generale. :

6. Operatori lineari alternati.

Se U, U’ sono classi qualunque, non vuote, si dird che:
« & un operatore tra n-uple ordinate degli U e gli U’ quando;
fissata ad arbitrio la successione ¢,, a,, ..., ¢, , formata con
elementi di U,

(@5 @y5 05 By)

¢ un determinato elemento di U’ che dipende dalla suc-
cessione a,, a,,.., a, e dall’operatore «.
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Se, inoltre, U ed U’ sono sistemi lineari, si dird che I'a
sopra considerato & operatore lineare tra n-uple ordinate
degli U e gli U’, quando o & lineare rispetto a ciascuna
delle variabili a,, elementi di U. Vale a dire, quando: es-
sendo a,, b, elementi di U si ha

(B, 5005 @p = Dyjunns @)=

T By On) B3 005 by @y).

Nelle stesse ipotesi, si dird che o & operatore lineare
alternato tra n-uple ordinate degli U e gli U’', quando: « &
operatore lineare [cfr. precedente definizione] ed & inoltre
tale che: se a,, a,, .., a, & una successione arbitraria di
elementi di U, U’ elemento di U’

U@y 5 Bys ey An)

cambia soltanto di segno cambiando tra loro di posto due
elementi qualunque della successione; vale a dire

G, 50ne @ygoney Byl onn s Q) === = G(@ 5 er§ Uy} auss Uy e Qy)

per r, s qualunque purché distinti (r == s).
Risulta subito, come nella teoria dei determinanti, che:
Se nella successione a,, @,y .., @y, vi sono due elements
equali, o U uno multiplo dell altrvo, allora, essendo o opera-
tore lineare alternato, si ha sempre ow(a,; @y; .. ay)==0.
Cosi pure risulta subito che:
Se gli elementi a; sono esprimibili linearmente mediante
elementi by, cioé

a; —= x“b‘ -+ w,—zbz ~+ e 4+ xmb,,, = 1, 2, ey N
¢ X ¢ il determinante formato con le x;;, allora
(@5 00y @p)=X-0(b,;..; by)

v

sempre quando o sia operatore lineare alternato.
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7. Operatori lineari alternati per coppie o terne di vet-
tori.

Per la teoria generale delle omografie vettoriali, e loro
applicazioni sono di notevole importanza i teoremi seguenti,
relativi a operatori lineari alternati per coppie o terne d¢
vettori. I1 primo di questi teoremi vale per operatori lineari
anche non alternati.

1.° Se ¢l punto P e © vettori @, ..x,, r=1, 2, 3, va-
riano comunque nello spazio (geomeirico a tre dimensioni), e
se, essendo p. un ente funzione di P, si indica con (1,9, ,...,0,)
una funzione di p (e quindi anche di P) e dei vettori x, e
8i suppone che questa funzione f sia lineare rispetto a cia-
scuno dei vettori x, ed inoltre che f(p, ,, ..., a,) sia elemento
di un sistema lineare U', allora: esiste un operatore a, ed
uno solo, funzione soltanto di p (e quindi anche di P), tra
le r-uple di vettori o e gli U, tale che:

{1] Sy 0,5 ey Xp) = (2,5 0eny Xy)
| essendo @, , ..., o, vettor: del tutto arbitrari.

Se r=1, allora o.é operatore lineare tra i vettori ¢ gli U'.

Ser=1 ¢ U’ ¢ la classe det numeri reali relativi, allora
esiste un vettore w, ed uno solo, funzione di p soltanto, tale
che

essendo ac vettore del tutto arbitrario;

€ in questo caso per Uoperatore o della [1] si ha o =wu><.

Dim. Bia @,, a,, @; una successione di vettori non compla-
pari e sia (@,’;..; @,/) una r-upla qualunque fra quelle, in numero
di 3+, che si possono formare scegliendo i vettori ¢’ in modo
affatto arbitrario tra i vettori a. Se, per tali r-uple, si pone

@, sy @) = flity &) yousy @)

allora « & un operatore tra le r-uple considerate e gli U’ che,
inoltre, verifica la [1], poiche un vettore qualunque @ si pud
esprimere linearmente mediante i vettori- @ e, per ipotesi,
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Sy @0y x,) &lineare rispetto agli «. Dunque: esiste un ope-
ratore o, funzione di y, che verifica la [1]; ma tale operatore
dipende dai vettori a. Fissato un altro sistema di vettori b,,
b,, b, non complanari, si avrd, nello stesso modo, un altro
operatore 3 che sodisfa alla [1]; ma da questa [1] risulta
af(ity ®pyeey 2.) =Bf(14, %40, ,) @ quindi, nel campo di defini-
zione di a, 8i ha a =f. Ciod: I’ operatore x funzione di p esiste
ed ¢ univocamente determinato dalla [1].

Se r—1, allora o & operatore fra vettori e gli U'. Ma i
vettori formano un sistema lineare, U’ & sistema lineare e f{y, «,)
& lineare rispetto ad «,, in conseguenza: o ¢ operatore lineare.

Se r=1 e f(u, «) & numero, allora anche «ax ¢ numero. Fis-
sato un sistema unitario-ortogonale di vettori ¢,, 4,, ¢;, allora,
poiche ax & numero, si ha:

Q== 030 X i, 8, == Bae X< 6,00, = | Dotk )iy | X
e, in conseguenza, il vettore
w = X(at,) i,
sodisfa alla [2], cioe si ha o« = w><. Ma si & gia dimostrato che
« & funzione di p soltanto e quindi =, sebbene espresso per

mezzo dei vettori ¢, & indipendente da questi ed & funzione di
1 soltanto,

2.° Se « & operatore lineare alternato tra coppie di vet-
tori e elementi di un sistema lineare U’, allora: esiste uno,
ed uno solo, operatore lineare 3 tra i vettori e gli U’, iale
che, qualunque siano i vettori x, y st ha:

(3] (o, Y) = Bl A y).
Dim. Cominciamo col provare che:
(@) da xA\y=—a/\b segue afx,y)=ola,b),

vale a dire che: a(x,¥) é una funzione di x/\y.

La (a) & vera [cfr. n. 6] quando « Ay =0, Sia invece
x Ay ==0. Per I'ipotesi di (a) i vettori «, v, @, b sono complanari
e si pud quindi esprimere « e y linearmente mediante ¢ e b,
e il determinante dei coefficienti varrd wno in virthi dell’ ipo--
tesi (a). Dunque [cfr. n. 6] vale la tesi della (@), cioé la (a)
® vera. )
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Si pud dunque affermare che esiste almeno un operatore §
tra i vettori e gli U’ tale che & sodisfatta la [3].
L’ operatore 3 & unico, perche da

%(x,y) =Ble \y) =§(x\Y)

segue (3—f)(xAy)=0, che da =03 poich® xA\y & vettore
arbitrario. )

L’ operatore 3 @ lineare. Infatti: per i vettori, arbitrari u, v
81 pud porre, in infiniti modi, v = Ay, v—=a\z; quindi se m
€ numero reale:

B(u + v) =Bix \ (¥ + 2)} = alx, ¥ + 2) = o, y) + afe, 2)=
=@ Ay) + B@wN\z) = fu + fo,
B(mu) = B(max A\ y) = a(mawx, y) = mo(x, y) = mPu.

3.° Se o é operatore lineare alternato tra coppie dt vet-
tori e numert reali relativi, allora: esiste un vettore u, ed
uno solo, funsione di « soltanto, tale che, per x, y vettori
arbitrari, si ha:

{4] (o, y) = wu XX \y.

Dim. Dalle ipotesi e dal teorema 2° risulta che esiste 1’ope-
ratore lineare 3 tale che a(wx, y) = B(x/\v); da questo e dal teor.1°
risulta.che 3 si puod porre, e in un sol modo, sotto l1a forma f=u<.

4.° Se o é operatore lineare alternato tra terne di vet-
tort ed elementi di un sistema lineare U’, allora: esiste un
elemento &' di U', ed uno solo, funzione di o soltanto, tale
che, per a, Yy, z vettor: arbitrari, si ha:

(5] aa, Yy, #) = XYy N\z-a.
Dim. Operando come nel teor. 2° si dimostra che
a(®, Y, 2) = Bl X Yy \?)

ove 3 & operatore lineare. Ma x><y/\z & un numero, ciod & ele-
mento di un sistema lineare ad una dimensgione; in conseguenza
B(x <y A\2) deve essere il prodotto di un elemento &’ di U’ per
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Xy A=z L'elemento a’ & unico perche da w><J/\z ' =Xy A\z-b
segue XXy A\ z-(a’'—b') =0, che per essere w, ¥, # arbitrari, e
quindi anche XXy Az30, dd a'=b' ().

III. Limiti; Differenziali; Derivate; Integrali (*)

In tutta questa parte III dell’introduzione, intendiamo
stabilite le ipotesi e notazioni seguenti:

le classi U, ¥, non vuote, sono tali che una qualunque

di esse, 0 & un sistema lineare (rispetto all’operazione -,

sottinteso), ovvero ¢ parte non lineare di un sistema lineare,

come ad es., i razionali non interi; gli irrazionali; i punti; che
sono tutte parti non lineari di sistemi lineari (numeri reali,
formazioni geometriche di 1* specie);

X :
la classe formata da tutti e soli gli elementi che sono

differenge tra gli elementi di U, e che indicheremo, breve-

raente, con la notazione diff U, & un sistema lineare,

ad es., la classe punto & parte non lineare del sistemsa li-
neare delle formazioni geometriche di 1* specie, ciod é sistema
non lineare, ma le differenze tra elementi della classe punto,
cio® i vettori, formano un sistema lineare.

1. Funzioni.

Dato un elemento p generico della classe U (cioé qua-
lunque esso sia, non importa quale) sia determinato, e con
una certa legge, un elemento a della classe V, dipendente
sia dalla legge considerata che dell’elemento p della classe U.
Si dird, come in Analisi, che

a ¢ un V funzione degli U

(1) Per i vettori dello spazio lineare ad » dimensioni, si hanno teo-
remi apaloghi ai precedenti; cfr. pp. 11-13 del libro: Espaces courbes.
Oritique de la relativité di C. Burarr-Fortr e T, Boacio (STEN).

Citeremo questo libro con I’abbreviazione E. C. R.

() Del contenuto di questa parte III della introduzione #i fa uso
soltanto dopo il Cap. I del testo.
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e si scriverd, pure come in Analisi,

[1] a=/fp, o anche, ma non @ necessario, a==7(p) (‘).

Ammettiamo che, nella [1], p vari comunque nella
classe U (p & la variabile indipendente o U & il suo campo
di variazione) e che f sia il simbolo fisso che indica -la
legge per mezzo della quale dato 1’elemento p di U si cal-

cola I’elemento a di ¥ che sodisfa-alla [1]. I1 simbolo fisso f

chiamasi, come in Analisi, simbolo di funzione, ed & preci-
samente un operatore tra gli U e i V [efr. I, n. 4].

Si pud, nello stesso modo, considerare un ¥ funzione
di pid variabili p,, p,, ... p, tutte appartenenti alla classe U
o a classi U,, U,,.. Uy, sodisfacenti alle stesse condizioni
poste per U. Vale a dire si pud considerare un ¥ funzione
di una n-upla. Anche in questi casi seguiremo le ordinarie
notazioni dell’Analisi.

Sia « un operatore funzione degli U, che applicato agli
elementi della classe ¥ da degli elementi appartenenti ad
un sistema lineare. In tali ipotesi si dird che:

% & operatore per i V, lineare e fungione degli U

quando: essendo p elemento arbitrario di U (non imporia
quale\) sono verificate le condiziont

2] a(fp + op) = «(fp) + a(op), a(mp-fp)=mp-(fp)

qualunque siano gli operatori f, ¢ tra gli Uei V e qua-
lunque sia U operatore m tra gli U ¢ ¢ numeri reali relativi.
B importante il teorema seguente. '
[3]. Per verificare che « & operatore per i V lineare e
funzione degli U, ¢ sufficiente dimostrare.che le [2] sono vere

(*) Di solito in Analisi si scrive a=f(p), per il simbolo generico I
di funzione, e non a— fp; mentre per i simboli particolari sen, cos, ...
si serive a==sgen p e non a=—sen (p). Si possono seguire indifferente-
mente le due notazioni fp, f(p), ma & pilt semplice la prima e quindi
preferibile alla seconda. Del resto si deve osservare che adottata la
notazione fp si scrive anche f(p -+ ¢) mentre, per seguire la notazione
generale f(p), si dovrebbe serivere f((p + ¢))-



—~

[Intr. IIT, n. 2] 33

per fp e op costanti arbitrarie, purché il numero mp sia
Jungione generica degli U.

Dim. Cio6 risulta subito dal fatto che 1’elemento genericod

di V si pud esprimere linearmente mediante elementi costants

di V eon dei coefficienti numerici variabili e funzioni degli U
[efr. I1, n. 2].

2. Classe derivata.

a) Se U & sistema lineare ad n dimensioni, allora &
noto [efr. II, n, 2] che fissati degli elementi I,, h,,..., Ry,
linearmente indipendenti di U, per I’elemento generico p
di U si ha p =Za;h, e che: dipendentemente dal sistema h
di riferimento, resta stabilita una corrispondenza univoca
e reeiproca tra gli U (elemento generico p) e i numeri com-
plesst di ordine n.

Data una classe u, non vuota, formata con gli U, resta
determinata, dipendentemente dal sistema %, una classe z
di numeri complessi dell’ ordine n, che sono i corrispondenti
(nel senso sopra -indicato e rispetto ad h) degli elementi
di u. Della classe z possiamo considerare la classe derivata
(e anche le classi limiti) (*); a questa classe derivata z,
corrisponde, nel senso sopra indicato e rispetto al sistema h,
una classe u, formata con gli U. Ora, se insieme al sistema
di riferimento h,, h,,..., h, si considera un altro sistema
di riferimento %, , k,, ..., k,, si pud dimostrare [poiché le h
ole k si esprimono linearmente e mediante coefficienti
costanti, con le k o le h] che la classe u, ottenuta con le h
& identica a quella ottenuta con le k; vale a dire la classe
u, & indipendente dal sistema di riferimento.

Questa classe u, si chiamera classe derivata della classe .

Risulta che la classe derivata si ottiene cosl. Si fissa,
ad arbitrio un sistema h di riferimento; si determina la
classe # dei numeri complessi di ordine n che da la classe u

(1) G. Peaxo, Formulario Mathematico; Editio V, pp. 189-141, p. 145;
oppure: L. M., Cap. V, § 8, n. 2.

Burali-Forti e Marcolongo 8
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rispetto al sistema h; si calcola la classe derivata =, di z;
la classe u, che, rispetto al sistema h, corrisponde alla
classe z, & appunto la classe derivata di w.

b) Finchd si opera con un generico sistema U (lineare
o parte di sistema lineare) & necessario, per definire la
classe derivata, ricorrere all’artificio delle coordinate e alla
classe derivata di una classe di complessi di ordine n. Ma
per gli elementi geometrici che consideriamo in tutto il
testo, si puod sempre operare indipendentemente da coordinate.

Oi basta considerare il caso: u é classe di punit ordinari

(ciod punti non all’infinito). Si ha che: la classe derivata u,
di u & formata da tutti, ¢ soli, ¢ punti z tali che, fissata
ad arbitrio una lunghesza non nulla ¢ (piccola a piacere),
esiste sempre almeno un punto y di u, e diverso da z, tale
che la distanza di x da y & minore di 3. Pill brevemente
si pud dire che: wu, & la classe dei punti x che hanno distanza
nulla dalle figura formata dai punti di u diversi da
(poichd la distanza di x da una figura & il limite inferiore
delle distanze di z dai punti della figura e che sono diversi
da z) (Y).

¢) Si pud anche definire la classe derivata nel caso
geometrico b), riferendoci alla classe derivata di una classe
di numeri reali. Si dird che: u, é la classe derivata di una
classe uw di punti ordinari, quando, comunque si fissino il
punto O e il vettore a, la classe (0 — u,) X a & la classe deri-
vata della classe di numeri reali (0 — u) X a.

3. Limite e continuita.

Sia fp [efr. n. 1] un ¥ funzione dell’elemento p che
varia in un campo u formato con elementi di U. Si pud
considerare il limite {limite generale (classe), o limite par-
ticolare (elemento); cfr. Formulario di G. PEANO, L. c. e
L. M.] al quale tende fp quando, p variando in u tende ad
un elemento p, della classe derivata di u.

(*) Cfr. Formulario..., gix citato, di G. PEaNO e Calcolo differenziale
p. 88 (Collezione Lattes) di T. Boaaro.
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Noi ci limitiamo a considerare il limite particolare (non
classe limite), cio® il caso nel quale esiste un elemento m,
di ¥ che & il limite a cui tende fp quando p, variando in u
¢ rimanendo diverso da p,, tende all’ elemento p, della classe
derivata di w. Esprimeremo cid scrivendo

lim fp=m,.
P—>Do

Se un qualsiasi elemento della classe u appartiene anche
alla classe derivata di w, diremo che fp ¢ continua nel
campo u, quando essendo p, un qualsiasi elemento di w si
ha che

lim fp=rfp,

P—+p;
cioé quando per p tendente a p, la fp tende al limite fp,
che & il valore della funzione per I’elemento p,.

Esaminiamo ora in particolare il limite, la continuitd
derivata da questo, della fp per p tendente ad un ele-
mento p, della classe derivata di w.

Se gli U e i V fanno parte, come si & supposto, di
sistemi lineari ad m ed n dimensioni, basta considerare le
goordinate di p e di fp (rispetto a stabiliti elementi di
riferimento) per ridurre la determinazione del limite con-
siderato a quella del limite di un numero complesso fun-
zione di un numero complesso [cfr. n. 1, @)]. Lo stesso
dicasi per una funzione f(p,q,..) di due o pitt variabili.
In ogni caso sard necessario dimostrare che il limite otte-
nuto & indipendente dagli elementi di riferimento in U e
in V.

Ma tale procedimento, mediante coordinate, necessario
pei sistemi lineari generici, & del tutto sconsigliabile quando
si operi con sistemi geometricé; per questi non vi & bisogno
di ricorrere a coordinate potendosi introdurre il limite
sotto forma assoluta.

E appunto questa forma assoluta che noi ora vogliamo
esporre nel caso, importantissimo per le applicazioni fisico-
meccaniche-geometriche, in cui U sia la classe punto (ordi-
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nario), e V la classe, 0 dei numeri reali, o dei vettori, o dei
punti, o delle trasformazioni lineari det veltori in vetlord
(dette omografie vettoriali). Il limite in questi casi, si ottiene
dal limite di un numero reale funzione di un punto. Ci limi-
tiamo a considerare il limite unico elemento (purche esista)
e non la classe limite (sempre esistente) [efr. Formulario, 1. ¢.|.
a) Siano: m un numero reale relativo funzione del
punto p variabile in un campo u; M, Unh pumero reale
relativo indipendente da p (costante); p, un punto della
classe derivata di w.
Si dird, sotto tali ipotesi, che: m tende al limite m,
per p variabile in w e tendente ¢ P,, € si seriverd

lim m=m,,

PP
quando: fissato ad arbilrio un numero reale relativo h (piccolo
quanto si vuole), esiste sempre una sfera di cenlro p, tale
che, in tutti ¢ swoi punti interni p, (escluso p;), il numero m
(funzione di p) prende dei valori m, che differiscono, in
valore assoluto, da m, meno di h, ciod mod (m, — m,) < h.

b) Siano ora: u, ¢, %, rispettivamente, un vetfore, un

punto, un operatore lineare ira vettors e vettori, funzioni
del punto p variabile nel campo u; %o, 9os % elementi
indipendenti da p (costanti) della stessa specie di w, ¢, a3
p, un punto della classe derivata di u.

Si dird, sotto tali ipotesi, che: w, ¢, « tendono, rispetti-
vamente al limite w,, q,, %, per p variabile inu ¢ tendente
a p,, e si serivera,

lim w=1,, lim ¢=4¢q,, lim o =a,,

P —"Po P—Po P—Do
quando: in qualunque modo si fissino un vettore @ e un
punto O, indipendenti da p (costanti) si ha sempre:
lim (wXa)=1u,><a, lim (q—0)=¢,— 0, lim (xa)=02.a.
P Do pP—po f Samd 1

¢) Con le a), b) abbiamo dato il concetto di limite

ordinario (non classe limite per la quale si pud operare in
modo analogo) nei casi geometrici fondamentali. Al lettore
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sard facile estendere ad altri casi, come pure considerare
le ordinarie proprietd del limite, supposto esistente, (limite
di una somma, ecc.) che ci risparmiamo di enunciare.

4. Differenziali.

Sia fp un V funzione dell’elemento p che varia nel
campo % formato con elementi della classe U. Se z é un
elemento della classe diff U, chiameremo

differenziale di fp rispetto ad x
il
l]] lim ‘Mx)_——_fzf ,

he—e0 h

supposto che tale limite esista e che il numero reale rela-
tive h vari in modo che p + hx appartenga alla classe u.

Se f & V'identita (ciod fp=—p per p qualunque in u)
allora da [1] si ha:

[2] « differenziale di p rispetto ad v » ==,

vale a dire: ciascun elemento delle classe diff U é un diffe-
rengiale di p.
Seguendo notazioni usuali (di LB1BNIZ) noi indicheremo
con'
dp, 3p, ¥p, ..

dei differenziali arbitrari di p, cioé degli elementi arbi-
trari della classe diff U. I differenziali dipendenti di fp,
definiti da [1], li indicheremo, rispettivamente, con le nota-
zioni

d(fp), 3(fp); ¥(fp), .. o semplicemente, dfp, ofp, 3fp,...,

vale a dire porremo

g d(f]’) —lim f(p -+ hllp) _ fp

ho—e0 h

¢ . (p 4+ hdp) —
’ 5 fp) = Ikglof ! hp> Iy

{3]
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Si osservi che i simboli (del resto arbitrari) d, 3, 9, ..
non sono dei simboli fissi. Con le definizioni [3] noi inten-
diamo soltanto stabilire una corrispondenza di forma tra
un differenziale arbitrario dp di p e il differenziale di fp
dipendente da dp (*).

Le seguenti proprietd a)-d) sono di importanza pratica
notevole.

a) Se, essendo dp, 3p dei differenziali arbitrari di p,
ed essendo m un numero reale si prendono

dp + op, mdp

come differenziali arbitrari di p, allora i differenziali di fp
dipendenti da essi sono ‘

d(fp)+28(fp), md(fp)

come risulta subito dalle [3].

b) Se a, b sono degli elementi, funzioni di p, appar-
tenenti a sistemi lineari e O & il simbolo di una opera-
zione, distributiva rispetto alla somma, e tale che a O b sia
elemento di un sistema lineare, allora

d(a O b) = (d&) O b+ a O (db).

¢) Nelle stesse ipotesi e se a & operatore lineare fun-
zione di p, alloray

d(aa) = (da)a + «(da).

5. Differenziali parziali e differenziale totale.

Sia f(p, ¢, 7, ...) un ¥V funzione di n elementi p, g, 7, ...
della elasse U che variano, indipendentemente I’uno dal-
Paltro, in campi formati con gli U.

(1) Se U & la classe dei numeri reali allora d(fp) ¢ il differenziale
rdinario di fp rispetto a dp; e se dp =1 allora d(fp) & I'ordinaria
derivata [cfr. G. PraNo, Calcolo geometrico (a. 188R), p. 151] e cid sol-
tanto per i sistemi lineari.
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Fissato un differenziale arbitrario dp, ad es., di p, indi-
chiamo con :
&

il differenziale di f, dipendente da dp, supposto ¢,r, ... co-
stanti. Diremo che d,f & un differenziale parziaie, ¢ rispetto
alla variabile p, di f.

Per il differenziale totale, dipendente dai differenziali
dp, dq, dr,... delle variabili indipendenti p, q, r,..., e che
indicheremo con

af(p, ¢y 7y .-.)

porremo, come in Analisi:

df =dpf +df +d.f+..

6. Derivate.
Sia a=fp un V funzione dell’elemento p che varia
nella classe U. Si chiamera

derivata di a rispetto « p

e si indichera con la notazione, di LEIBNIZ,

da : d
[1] ip’ ovvero da/dp, o anche —@a

I’ operatore tale che: applicato ad un differenziale qualungue
dp, 8p, ¥p, ... produce il differenziale corrispondente- da, oa,
da, ... di a, cioé:

da

da da
[2] @ dp =da, —

dp 3p = %a, PN ¥p = Ya, ...

Se I’ operatore da/dp sodisfacente alla condizione [2] esiste,
allora esso: ¢ operatore tra diff U e i V; é lineare; ¢ uni-
vocamente determinato.

Dim. B operatore tra diff U e i V perche i differenziali dp,
&p, ... sono elementi arbitrari di diff U e da, 5a,.. sono deter-
minati elementi di V. '
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T lineare, perchd, essendo m un numero reale, si ha [efr.
n. 4, a)]

da

ap 5p,

da ‘ da
@(dp+5p)_da+8a_d—pdp+

g%(mdp) = mda=m g—; dp.

B univocamente determinato, perch® nel campo diff U si pos-
sono considerare tanti differenziali di p linearmente indipen—
denti quante sono le dimensioni del sistema lineare dif U
[efr. II, n. 3].

E tutto cid ammessa | esistenza dell’ operatore da/dp.

a) Se U & la classe dei numeri reali relativi si ha

a1 D) _ iy SR — S

[3] dp —1:15..]0_ k

e quindi, anche per V sistema lineare qualunque, la derivata
di a rispetto al numero p ha la forma ordinaria del” Ana-
lisi.

Dim. Se nella [3] del n. 4 si pone hdp =¥k, osservando che
h, dp, e quindi anche %k sono numeri si ha

dhep) = tim T2FR=18 4
Wk

da cui risulta subito la [3].

b) Se V &, come U, la classe dei numeri reali, allora
la [3] prova che le derivate come le abbiamo definite,
coincidono con quelle ordinarie dell’Analisi.

Se poi, essendo U la classe dei numeri reali, V & sistema
lineare qualunque allora si conservano le forme ordinarie
fondamentali dell’Analisi. In particolare interessano i casi
nei quali 7 & sistema lineare (o parte di sistema lineare)
geometrico. Orediamo inutile esporre di nuovo c¢id che
riguarda le derivate in questi casi ora indicati, poiché si
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hanno questioni gid ampiamente trattate e che ammettiamo
note (}). :

o) Nel caso generale, U, V sistemi lineari qualunque,
valgono, per le derivate, le proprietd seguenti, in parte
analoghe a quelle ordinarie dell’Analisi

da

4] d_p=0 in :oubto il campo, equivale ad @ = cost.
dla+b) da  db
R TR I
d(ma) = (@x a+ m"—zﬁ 7
dp ~ T \dp dp
[6] { per m numero e z elemento arbitrario di diff U.
. dmae) __da i .
In particolare “ap =m dp per m_gost
da _ da dp
[7]3 49 dpdq

a essendo funzione di ¢ e ¢ funzione di p.

Si noti che, nella [7], a, ¢ devono esser funzioni tali di ¢, p,
rispettivamente, che ai differenziali arbitrari di p corrispon-
dano differenziali arbitrari di ¢. — La [6] risulta subito da
d(ma)=dm-a +m-da, ponendo dm = (dm/dp)dp, da = (da/dp)dp,
e sostituendo poi x a dp.

7. Derivate parziali.

Sia @ = f(p, ¢, 7,..) un V funzione di »n elementi della
classe U che variano indipendentemente 1’uno dall’altro.

Le derivate parziali di a rispetto a p, q, r, che indi-
chiamo con le notazioni

% a2
3p’ 3¢’ I’

(1) Per cid che riguarda punti e wettori, cfr. E. C. V, L c. Per le for-
mazioni geometriche in generale, ofr. C. BURALI-FORTI, Geomeiria ana-
litico-proiettiva, 2* ediz. (G. B. Petrini, Torino).
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si definiscono come: derivate di a [cfr. n. 6] rispetto a p,
q, 7y .. supposto che soltanto p, ovvero g, ovvero r,.. varinoe
mentre le rimanenti si intendono fisse o costanti.

Queste derivate parziali sono ancora operatori lineari
[efr. n, 6] tra dif U e i V.

Per il differenziale totale da di a si ha, come in Analisi
da da oa

3 dp -+ — dq +3,

39 ar 4+ ...

[ da=

Sono importanti le proprietd seguenti:

da_dady a_dady
ou” dpdu’ v dpdv’™”

9 .

(2] essendo @ funzione di p soltanto e p funzione dei nu-
meri reali relativi u, v, ...;
da_dadu_ dadv

3] dp dudp  dvdp
essendo @ funzione dei numeri reali u, v,.. e questi
essendo funzioni di p soltanto;
da__dadp  dadq
dz™ opda ' dgqdx

14] P q

essendo & funzione di p, ¢, ... e questi funzioni dell’ e-
lemento « che ¢ un U o un numero reale.

Giova ricordare esplicitamente che i termini del 2° mem-
bro della [4] sono le derivate rispetto ad % di a supposto,
successivamente, g, .. costanti e p soltanto variabile, ecc.,
e quindi si ha come in Analisi:

da _ (i‘—‘) S
da \dz Pa s ..., Py, costanti " -

essendo e funzione di p,, p,,.., p, © queste funzioni
di =.

(8]

8. Differenziali e derivate successive.
Sia ¢« =fp un ¥V funzione dell’elemento p che varia
nella classe U e d,p, d,p,...d,p dei differenziali arbitrari
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di p indipendenti ’uno dall’altro, cioé elementi generici
della classe diff U. :

a) B noto che d,a & il differenziale di ¢ dipendente
dal differenziale d,p di p [cfr. n. 4]. B chiaro che d,a &
pure una funzione di p (e anche di d,p) e quindi si pud
considerarne il differenziale d,d,a di d,« dipendente dal
differenziale d,p di p. Ma d,d,a é pure funzione di p (e di
d,p, d,p) e quindi si pud considerare il differenziale d.d,d,«
di d,d,a dipendente dal differenziale d,p di p. Cosi conti-
nuando, per induzione, si ha il differenziale di ordine n di a

(1] dplp_, ... d,d,a

dipendente dai differenziali, arbitrari ed indipendenti d,p,
dp,y oy dpp di p.
In generale il differenziale [1] di ordine =, varia col}
variare dell’ordine nel quale si succedono i simboli d.
b) La derivata di a rispetto a p, da/dp & una funzione
di p, e se ne puo quindi considerare la derivata rispetto

a p (se esiste) che chiameremo derivata 2% di a rispetto a p
2

e indicheremo con la solita notazione leibniziana d——pg

Anche questa derivata 2* é una funzione di p e la suna
derivata (se esiste) si chiamerd derivata 3% di a rispetto a p
d*a
ap*’
induzione, si giunge alla generica derivata n-esima rispetio
d"a
ap™’
Bisogna tener ben presente che, come da/dp é operatore
tra diff U e i differenziali di V, cosi

n
[2] g z ¢ operatore tra diff U e ¢ differenziali delle derivate

e si indichera con la notazione Cosi continuando, per

a p, che si indichera col simbolo

(n — 1)-esime di a.
¢) B importante osservare che [cfr. Espaces courbes
per le omografie di ordine u]:
n

L’ operatore 37‘:
ziali d,p, dp_,p, ..., dyp, d,p, arbitrari e indipendenti, di p

applicato, successivamente, ai differen-
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produce il differenziale d,d,_, ..d,d.a di ordine n di e
[cfr. 1a [1]]; cioé

‘ d"a
[3] ap” Appdp_p ... dypdp = dpd,—, ... dyd .

Dim. Si ha, ad es,,

d*a a [(da da
dp y 408, p = dp (dp) dypd,p= ( ) dp) dp;

ma d,p, d,p sono indipendenti, per ipotesi, e quindi

da
ddelp d ( dp lp)"—dﬁdlp,
per induzione si ottiene la [3] per n generico.

Il teorema ora dimostrato stabilisce una notevole rela-
»ione tra la derivata n-esima e i differenziali di ordine
n di a.

d) Quanto abbiamo ora detto per la derivata n-esima
di a rispetto @ p si pud estendere alle derivate parziali
[efr. n. 7] dei vari ordini per ¢ funzione di due o piu va-
riabili. Si tenga peraltro sempre presente che le derivate
totali o parziali sono, in generale, degli operatori ed &
sempre necessario stabilire con esattezza in quale classe
operano e quali elementi producono.

¢) E utile, per cid che segue, considerare degli ope-
ratori p per le diff U [efr. Espaces courbes] tali che

[4] pd,pd,_.p..d,pd,p

indichi (come avviene per la d”a/dp™) un determinato ele-
mento appartenente alla classe dei differenziali di ordine n
dei V, differenziali dipendenti dalla successione dei diffe-
renziali d,p, ..., d,p di p.

In particolare se i differenziali d,.p,r»=1,2,..., n, coin-
cidono tutti col differenziale dp di p, allora in luogo della
notazione [4] (che rimarrebbe indeterminata a causa della
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mancanza degli indici 1, 2,..,n) si fard uso della nota-
zione esatta

[8] w(ep)™,

ove 'n tra parentesi in alto non funziona da ordinario
esponente, ma indica soltanto quante volte si deve appli-
care 1’ operatore p a op.

f) Se «, funzione di p, & un operatore per gli U, al-
lora diremo che

(6] a-da & un differenziale esatto
quando esiste un elemento h, pure funzione di p, per il
quale si ha
[67] a-da=dh
qualungque sia il simbolo d di differenziale; ciod la [6] vale
quando si ponga al posto di d un altro simbolo qualunque
& di differenziale, «-3a = Sh.

Se gli enti a, h sono tali che, per d e & arbitrari, si abbia

[efr. a)]
dda = 3da, ddh =28dh

ciod due differenziali successivi siane commutabili, almeno
per a ¢ h, allora la condizione [6] equivale alla condizione

ki Sa-da = da-3a,
ovvero, ed & lo stesso [cfr. n. 6, [2]], alla condizione

, do da .,  da da

Dim. Se alle condizioni [6|, ax.da=dh, o3a==28h, si appli-
cano, rispettivamente, 3 e d si ha:
Soceda + 2-8da = 8dh, dx-3a + o-dda = dh;

ma, per ipotesi, Sda=d3x, 3dh=d5k e quindi, sottraendo, si
ha la [7], ovvero la [7'], il che prova che, nelle ipotesi fatte,
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dalla [6] segue la [7). Viceversa. Se vale la [7] e questa si
somma con x-3da = «-dde si ottiene, ovviamente,

S(o-da) = d(x-3a)

che dovendo valere per d, 3 arbitrari, richiede, per un noto
teorema di ANALIST [cfr. Hspaces courbes, 1. c., p. 53], che valga
1a [6], ciod 1a [6]; il che prova che, nelle ipotesi fatte, dalla [7]
segue la [6]. Cfr. Cap. II, § 1, n. 6 per lo sviluppo completo
della dimostrazione in un caso particolare.

Si suol dire che: la [7] é la condizione di integrabilith
della [6)].

9. Formula di Taylor.

Sia fp un 7 funzione dell’ elemento p che varia nella
classe U e 3p un differenziale arbitrario di p.
. Il valore f(p -+ 8p) che fp assume per il valore p + 3p
‘di p si pud esprimere sotto una forma, praticamente assai
interessante, analoga a quella di TAYLOR per le funzioni
numeriche. Osservando che in virtt delle leggi gene-
rali stabilite per le potenze degli operatori 3°fp—283fp,
3 fp = 883fp, ..., si ha:

1 1
(1] fip +23p) = fp +3fp + &SP + oo 4+ 5 13D 4+ (BP) ™,
ovvero sotto altra forma

2 fe+ip=sp+ dfpp+1dfp(5p)‘2’+ A

dp 2! ap*
a"fp ,
ot | T e opo,

ove ¢ ¢ un operatore [cfr. n. 8, ¢)] funzione di p e di 3p
tale che

[3] lim ¢ =0.

dp—=0
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Dim. Dalla [3] del n. 4 si ha

arp =2 4—’»;110)——/”1)_sl

ove g, & un differenziale dei V funzione di p e di h e di dp

tale che lim ¢, —=0; vale a dire si ha
dp —0

f(p -+ kdp) = fp + hdfp + he,.

Posto 3p = hdp si ha [cfr. n. 4, a)]

f(p+3p)=[p +2fp+3p
ove ¢ & tale che h:, —edp e quindi lim ¢=0, La [1] & cosi
gp—0

dimostrata per n—1. Per induzione si dimostra per n qua-
lunque. Si passa facilmente [efr. n. 8] dalla [1] alla [2].

Nel caso particolare che U sia la classe dei numeri reali
relativi, ciod fp sia un ¥V funzione del numero reale p, allora
la [2] assume forma ancor piu analoga a quella della ordi-
naria formula di TAyvLor. Indicando, come d’uso, con gli
apici le derivate rispetto a p si ha

4 fip+h)=fo+hf'p+ f”p +.. + if‘”’p + e}

nl
ove ¢ & tale funzione di h (e anche di p) che

(5] lim ¢ =0.

h—0

Bisogna notare esplicitamente che la parte entro pa-
rentesi {| dell’ ultimo termine della [2] o [4] non &, come
in Analisi, la derivata di f per un elemento compreso fra
p e p-43p, ovvero tra p e p+h; & invece un ente medio
tra 1 valori che assumono le derivate nell’intervallo da p
a p-+8p. Ma non ci & per ora necessario tener conto di
questi enti meds. :
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10. Integrali.
a) Nel caso che U sia la classe dei numeri reali re-
lativi, ciod fp sia un V funzione del numero reale p, allora
[efr. B. C. V.] con la notazione

ffp -dp

si indica una qualunque delle funzioni Fp aventi fp per
derivata. B se a, b sono due valori di p si pone

jbfpodp = Fb— Fa.

Si ritrovano proprietd analoghe a quelle dell’ Analisi
per le funzioni numeriche e non stiamo ad insistere sul-
I’ argomento.

b) Valgano le ipotesi seguenti:
U & una classe (continua...) di punti in uno spazio
ad n dimensioni;
dtv & I’ elemento di amplitudine nel punto generico
p di Ut
fp &, in tutto il campo U un numero reale.
In tali ipotesi & noto il significato dell’ integrale multiplo .

j Sp-ds (notazione abbreviaba)

che chiamasi anche: integrale di f esteso al campo U.
¢) Valgano ora le ipotesi seguenti:

1* e 2* ipotesi b) per U e dr;

¥V ¢ sistema lineare;

O @& il simbolo di operazione tra i V' (classe da
scegliere a seconda dei casi) e i ¥, che produce un numero
reale; ‘

I’operazione O & tale che, qualunque sia 1’ ele-
mento h di V', 'operatore hQ, tra i V e i numeri reali,
& operatore lineare.
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In tale ipotesi si indicherd con
J.fp-dr, « integrale di p esteso al campo U »

quell’elemento di V tale che, comunque sia I’elemento h,
costante, di V', si ha

hO [£p- d: =[O 1w,

e cosl l’ff])-d’t ¢ ridotto agli integrali del caso b).

Burali-Forti e Marcolongo






CaritoLro I.
OMOGRAFIE VETTORIALL

§ 1. Operatori fondamentali I, K, D, V per le omografle.

1. Definizione di omografia vettoriale.

Chiameremo omografia vettoriale, o semplicemente
omografia, ogni trasformazione lineare tra vettori dello
spazio totale e vettori [cfr. Imtr. II, n. 3], ovvero, il che
equivale, ogni sostituzione lineare per ¢ vettori dello spaszio
totale [cfr. Intr. I, n. 4; I, n. 3].

Se, dunque, & & una omografic e o & un vettore arbi-
trario, allora ax & pure un vettore che dipendeda « e da o,
cid che & funszione, ad un tempo, di « e di .

Siccome i vettori dello spazio totale formano un sistema
lineare & tre dimensiont, ne segue che: una omografia o« &
individuata quando di tre vettori non complanari i, j, k, se
ne conoscono i vettori w, v, w, corrispondents, rispetto ad «;
il che si esprime come & noto [cfr. Intr, 11, n. 3, [4]] con la
notazione

[1] " =(u, v, w)
4J, k

che equivale alle tre relazioni

{1'] ai=wu, of =v, ak=w;

e per il vettore

[2] o = ai + bj + ¢k,
espresso linearmente mediante ¢, j, k, si ha

[3] ax == a-ai -+ b-af + ¢-ak = aw + bv 4 cw.
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Giova notare subito che: una omografia o applicata &
wettori paralleli ad un piano, o ad una retta, produce dei
vettori che sono pure paralleli ad un piano (il che mon
esclude che possano essere paralleli ad una retta), o ad una
retta.

Dim. Se i, j sono vettori non paralleli tra loro, ma paralleli
ad un dato piano, allora qualsiasi vettore x parallelo a tale
piano & della forma ® = ai -+ bj da cui si trae ax = a-at + b.oj.
Ora: se ai, oj non sono paralleli, ax & parallelo ad ogni piano
parallelo ad «f e oj; se, poi, aé, aj sono paralleli ad una stessa
retta, i vettori aa sono pure paralleli alla stessa retta. In
modo analogo per i vettori che si ottengono applicando « a
vettori paralleli ad una retta.

B gid noto [efr. Intr. IT, n. 3], e del resto lo si deduce
immediatamente dalle [2], [3], che: una qualsiasi omografia o
applicata al vettore nullo produce il vetlore nullo

(4] 20 =0,

6 Vomografia nulla (zero, 0) applicata ad un qualsiasi vet-
tore produce il vettore nullo

[5] 0 = 0;

ma si deve osservare che pud essere aw=10 senza che
debba essere, necessariamente, & = 0, ovvero « =0, il che
vedremo ampiamente tra poco [cfr. n. 2].
Rignardo alla omografia nulla si tenga presente che:
Affinché VP omografia o sia nulla @ necessario e sufficiente
che esistano tre vettori non complanari che siano trasformati
da o in veltori nulli.

Dim. Sia i, j, k una terna di vettori non complanari. Se a—=0
allora ai — oj —ak =0 e quindi la condizione & mnecessaria. Se
of = aj = ak =0, allora per un vettore qualunque w si ha

w=gi+yj+2k e quindi ow= xui-+ yaj + 2ak=0,
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¢iod oaw =0 per u vettore arbitrario, vale a dire «=0; la con-
dizione & dunque sufficiente.

Tenuto conto che, per definizione, una omogrefia vetto-
riale & una sostituzione per i vettori, segue immediatamente,
da cose gid note, che:

Lo somma di un numero finito di omografie 8 una omografia
e tale somma & associativa ¢ commutativa [cfr. Intr. IT, n. 4]:

Il prodotto funzionale di un numero finito di omografie
(successione) & una omografia e tale prodotto é associativo e
distributivo rispetto alla somma, ma, in generale, non & com-
mutativo [cfr. Intr. II, n. 3, 2°]:

La potenza ad esponente intero positivo di una omo-
grafie & una omografia e lo stesso avviene per la potenza ad
esponente intero negativo di una omografia invertibile [efr.n.2];
e per a, B omografie qualunque ed m, n interi positivi, o nega-
tivi nel caso dell’ invertibilita, si ha

@M.t = amtn, (af)" F=a.f7 (in generale)
[6] (@f)~t=p"t-a—* [cfr. Intr. I, n. 6].
Giova tener presente il caso particolare dell’omografia
individuata da un numero reale relativo m. B noto che m®
& sostituzione per qualsiasi sistema lineare [cfr. Intr. II,
n. 5, 4°] e in conseguenza: mO & una omografia. Si & gia
convenuto [cfr. Intr. IT, n. 5, a)] di sottintendere il segno O}
di operazione e quindi, come per i sistemi lineari generici,
si pud dire, sebbene inesattamente, che: :

Ogni numero reale & una omografia vettoriale.

In particolare: lo zero (0), esattamente 0O, & I’ omografia
nulla: 1’ unitd (1), esattamente 1©, ¢ I’ omografia identica;
se « & omografia qualunque, me, am sono omografie ¢ si ha
mo = am, perchd qualunque sia il vettore a si ha, ovvia-
mente maa = ama. L’ omografia ma, ovvero am, si pud chia-
mare: prodotto di « per il numero reale m.

“Le nozioni generiche, ora esposte, e dipendenti dalla
definigione di omografia, sono di continuo uso, ed & quindi
necessario averle ben presenti.
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2. Omografie proprie e degeneri (o singolari). Direzioni
nulle rispetto ad una omografia degenere.

Una importante classificazione delle omografie vettoriali
in due gruppi, proprie, d geieri (o singolari), risulta, come
vedremo, dal teorema generale seguente.

Se esiste una terna di vettori mon complanari che @
trasformata dalla omogmﬁa non nulle o in una terna di
vettors:

a) non eomplanari ;

b) paralleli ad un piano =, ma non paralleli tutti ad
una retta;

¢) paralleli ad una retta p;
allora: qualsiasi terna di vettori non complanari viene tra-
sformata dalla stessa omografic o in una terna di vettori:

a’) non complanari ;

¥') paralleli al piano =, ma non paralleli tutti ad una
retta ;

¢’) paralleli alla retta p.

Dim. Se 4, 4,, 4, & terna di vettori non complanari,
i, N\ i, < 4;4=0, allora per una qualsiasi terna j,, j,, Js di vet-
tori sono determinati i numeri a,, tali che [efr. E. C. V.]

(@) Jr == @48 + Q,48, + a4, per r=1, 2, 3;
e se poniamo

@y O Qg3
(b) A= Gy Qgy Gy

gy Ogy Qg

si ha dalle (a) [efr. E. C. V.]
(©) NG X Jg==a; A\ éy, X 45

dalla quale risulta subito, poich® ¢, A4, ><i;4=0 per ipotesi;

che: -
i vettori j,, J,y J; 8010 non complanam, ovvero compla-

nart, secondo che a==0, ovvero a =0,
Applicando V'omografia « ai vettori j, espressi sotto le
forme (a) si ha:

() AJp == Wy 20y~ Qg o0l - Bygeady, per r=—1, 2, 8,
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dalle quali espressioni risulta subito [efr. E. C. V.}, per la (b),
(e) (ady) A (2edp) X afg==a-(ad)) N\ (ad,) X iy

Sia ora j, (sempre sottinteso r=—1, 2, 3) terna di vettori
non complanari, ciod si abbia j, A j, X J; 50, il che, come §i @
visto, equivale ad a==0. In tale ipotesi le parti ), o), ') 8i
dimostrano, ordinatamente, nel modo che segue.

[¢] Se i vettori «, sono non complanari, allora, poiché a0,
segue dalla (e) che anche i vettori aj, sono non complanari; il
che dimostra la ') nella ipotesi a).

[c] Se i vettori aé, sono paralleli ad una retia p, allora
esiste un vettore non nullo w tale che «f, —m,u e quindi, per
le (d), aj, =n,u, vale a dire anche i vettori «j, sono paralleli
alla retta p; il che dimostra la ¢’) nella ipotesi ¢).

[6] Se i vettori «f, sono paralleli ad un piano , allora
esistono almeno due vettori w, v non paralleli tra loro (e quindi
non nulli) e paralleli a = tali che of,.=m,w + n,9. In conse-
guenza si ha, dalle (d), aj, = h,u -+ kv, ciod anche i vettori oj,
sono paralleli al piano =. Stando I'ipotesi b) i vettori oj, non
possono essere tutti paralleli ad una retta di =; invero, se fos-
sero paralleli ad una retta, allora, essendo i vettori j, non
complanari, in virtd di ¢) e ¢'), anche i vettori «i, sarebbero
paralleli ad una retta, il che & contrario alla ipotesi b). Cid
dimostra la b’) nella ipotesi ).

Possiamo, dunque, dividere le omografie in due gruppi
e chiamare: :
omogtrafie proprie quelle che trasformano vettori
non complanari in vetfori pure non ecomplanaris
omografie degeneri (o singolari) quelle che trasfor-
mano vettori non complanari in vettori complanari, (o paral-
leli ad una retta, o nulli, il che & compreso).
A loro volta le omografie degeneri, ¢ non nulle si pos-
sono dividere in due gruppi.
degeneri di 1% specie, quelle a tali che i vettori aac,
per a variabile in tutto il campo dei vettori, sono tutti
paralleli ad un piano (funzione di a) ma non paralleli ad
una sola retia;
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degeneri di 2 specie, quelle o« tali che i vettori ax
(per ac come sopra) sono tutti paralleli ad una retta (fun-
zione di «).

In quanto all’omografie nulla, che & pure degenere, non
puo essere nd di 1° né di 2° specie, poiché un vettore nullo
puo ritenersi parallelo ad un qualsiasi piano o retta.

Inoltre ci & utile, per abbreviare il linguaggio, chiamare
direzione nulla rispetto alla omografia «, ovvero dire-
#ione nulla di «, ogni direzione tale che, essendo % un
vettore non nullo parallelo ad essa si abbia aw =0.

E chiaro che: se il vettore non nullo w é parallelo ad
une direzione nulla di «, ciod au =0, per qualunque vet-
tore v parallelo ad w si ha pure av=0; poiché v=mu
con m numero reale relativo e av = amu = maw =m0 =0.

B evidente che: qualsiasi direzione & nulla rispetto alla
omografia nulla; viceversa: se qualsiasi diresione & nulla
rispetto alla omografia o allora o & Vomografia nulla [cfr.
Intr. 11, n. 3).

Faremo in seguito uno studio completo delle omografie
degeneri. Per ora ci limiteremo ai due seguenti teoremi.

Affinché una omografia sia degenere & necessario e suffi-
ciente che essa ammetta almeno una direzione nulla. Sotto
altra forma: una omografia é propria solamente quando non
esista una direzione nulla rispetto ad essa.

Dim. Se « & omografia singolare e ¢, j, & sono vettori non
oomplanari, allora ai, aj, ak sono vettori complanari, ciod esi-
stono i numeri reali #, ¥, # non tutti nulli tali che

%08 + Yoof + 2eak == (@i + yj + 2k)=0;
vale a dire esiste almeno un vettore non nullo
w=1ut + yj + 2k

tale che awu = 0.

Viceversa. Se per il vettore non nullo u« si ha ou=0, e
%, v, w sono vettori non complanari (ed esistono), allora i vet-
tori aw =0, av, aw sono complanari, vale a dire « & singolare.
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Le omografie proprie sono invertibili, quelle degeneri mo.
Dim. Si ha [efr. n. 1], az('j’ % %) eon i Ajxma0. So

’ * )

anche v \ v <X w==0, ciod u, v, w sono linearmente indipen-
denti, allora o ammette Vinversa [cfr. Intr. I, n. 4; I, n. 3]

o? :(u' Z’ w) Se, invece, w A v><w =0 allora « non ammette
b b

'inversa.

3. Direzione unite (o doppie).

Chiameremo diérezione unita (o doppia). rispetto alla
omografia a, ovvero direxione unita di «, ogni direzione
tale che, essendo % un vettore non nullo parallelo ad essa
si ha che awu & vettore parallelo ad w (o nullo, il che &
compreso).

B chiaro che: se il vettore non nullo w & parallelo ad
una direzione unita di o, ciod acw — mw con m numero reale,
per qualunque vettore v parallelo ad w si ha che av & multiplo
di v secondo m, cioé av=mv; poichd v="hwu con h numero
reale e in conseguenza «v = haw — hmu — m(hu) = mo.

E pure evidente che: ogni direzione nulla di una omo-
grafia é pure unita per la stessa omografia, ma non viceversa.

Esamineremo in seguito il modo di comportarsi delle
direzioni unite. di una omografia; per ora ci limitiamo ai
due teoremi seguenti.

1°. Ogni omografia vettoriale ammette sempre almeno
una diresione unita.

Dim. Se ¢, j, & sono vettori tali che ¢ Aj>X%&=1, # & un
numero reale relativo e «z & omografia, allora 1’equazione

(@) (4o N@-+ra)fX@E+a)k=2’+he*+ke+1=0

¢ di 3° grado in # ed ammette, quindi, almeno una radice
reale — m. Segue da (a) [efr. n. 2] che I’omografia « —m &
degenere. Ma allora esiste [cfr. n. 2] almeno un vettore non
nullo » tale che (¢ — m)u =0, cioé tale che au —=mu e quindi
esiste almeno una direzione unita di a.
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9°. Se una direzione ¢ unita per una omografic o essa
& unita per tutte le potenze di «. Se il vettore ¢ ha dirvezione
unita per o allora, essendo m numero reale,

da ot = mi segue o"i=m"i
qualungue sia 1 intero n, anche negativo per o invertibile.

Dim., Operando con «, da «f—=mi 8i ha,
ai = mlai — m*, od=mai =m¥, ecc.,

e per « invertibile operando con o~ ed osservando che deve
essere m =0,
a—li =m—4%, a~*=m"%, ecc.

4. Invarianti di una omografia (operatori I,, 1,, I,).

In cid che segue «, B, ... sono omografie vettoriali e m, , ...
numert reali relativi qualunque. '

Chiameremo primo, secondo, terzo invariante di o
o li indicheremo con le notazioni

T2, I, I

i numeri reali relativi, funsioni di « soltanto, tali che qua-
lunque siano i vettori w, v, w si abbia sempre:

{ wAvXXw-La=vAwXauw-+wAuX ev +u\vXaw,
uNvX>Xw-lo=
(1] ot A\ D e+ o A o X v +ou \av X w,
uAv XX w-Lo=au\av>Xaw (*).

B necessario dimostrare subito che dalle definizioni [1]
segue che:

I,y I, I, sono numeri reali relativi, univocamente
determinati, funzioni di o soltanto. Ovvero in altri termint
che:

(Y) Scriviamo, brevemente, ad es., uw X< av, X v, an /\&v in luogo
di %< (2w), (am) X v, (aue) A (xv), senza che ¢id possa portar luogo ad
equivoci.
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I,, I,, I, sono operatori fra omografie ¢ numeri reali
relativi.

Dim. I secondi membri delle {1] sono numeri reali funzioni
di « e funzioni alternate dei vettori u, v, w. In conseguenza
[efr. Intr. IT, n. 6, 4°] essi valgono il prodotto del numero
u A\ v >X w per un nuwmero indipendente da =, v, w e funzione
di « soltanto; c¢. d. d.

In certi casi & opportuno, o necessario, esprimere gli
tnvarianti di « in funzione di « e di una terna 2, v, w
di vettori non complanari, o di una terna 14, j, k unitaria-
ortogonale-positiva, [E. C. V., nel qual caso si ha, tra altro,
tANJ><Ek=1]. Le espressioni degli invarianti in funzione
di @ e di w, v, w si ottengono subito dalle [1] dividendo
i due membri per wAv>X w che, per la ipotesi fatta
numero reale non nullo. Lie espressioni degli invarianti in
funzione di « e di 4, j, % si ottengono subito dalle [1] te-
nendo conto delle note relazwnl [E. C. V.] tra i vettori
i, J, &k, e si ha:

S Lao=4eXai +-jX aj 4+ k> ak
[2] Lao=ajAak>Xt+ akNaiXj+at\Naf X E
{ Loa=aiNaj X ak.

Se a & la particolare omografia m® (abbreviata, m) allora
dalle [2] segue subito

[3] Im=38m, I,m=3m?% Im=m?
che nel caso particolare m =0, omografia nulla, ddnno subito
(3] 1,0=1,0=1,0=0.

Per gli operatori I applicati alla somma di omografie e
al prodotto di una omografia per un numero, si hanno le
formule notevoli, che il lettore pud dimostrare per esercizio:

[4] L+ pj=La+ 18, I(ma)=ml«
[5] I,(ma) =m*La, I, (ma) =m®Lu
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e vedremo in seguito le formule, complesse e dipendenti
da altro operatore, che danno I'I, e I'I; di «—+ f..
B di grande importanza tener presente che:

I, ¢ operatore lineare tra omografie ¢ numeri reali;
mentre I, e I, sono operatori tra omografie e numeri, ma
non sono operatori lineari.

Sono notevoli le formule che si ottengono applicando
- gli operatori I alla omografia @+« somma del numero
reale x (esattamente x®) con la omografia generica «. Si ha:

IL(x+a)=3z+ 1,
[6] I (x4 a) =32+ 2z- 1,0 4 L«
IL(z+a)=2*+2"Ta+2z - Lo+ T

Dim. La 1* delle [6] si ottiene dalla 1* delle [2] o anche
dalle [4], [8] osservando che I,(# + o) =T+ Lo = 3w + L.
Per la 2% e 3* delle [6] si ha dalle [2]:

Lz +o)= (2 4+ aj) \ (@k + ak) X 4 we 4o =
=[at+x|J\akXi+ai\EX$ o NoE X 8] A e e =
= [#* @ |j X aj+E>Xak] 4 of Aok >Xi] 4wt =
= [+ Lo —éXad] +aj \ak X 4w 0=
=82 +2{3l,a—1a}+Lx= ecc.;

e analogamente per I;(x + «).

Dalle [6] si deducono, in modo ovvio le formule:

12(92 + o) = d—————I3(;;|— %)
[7] .
1dl (x + 1], (x+ o
Liz+a)=; 2((1:1: “)=§ 35&" )

dalle quali si pud dedurre I,z e I,« dall’l, per =0; ma
cid & di poco interesse.

Per il prodotto funzionale delle omografie si ha la se-
guente proprietd, assai importante,

(8] L(af) = Tz LB

la quale esprime che: I’ invariante terzo di un prodotto fun-
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zionale di omografie é il prodotto degli invarianti terzi delle
omografie; o, in altri termini: I’ operatore I, é distributivo
rispetto al prodotto funzionale delle omografie. Questa pro-
prietd non ha la sua corrispondente per I, e I,

Dim. Dalla 3% delle [1] si ha, prendendo come vettori u, v, w
i vettori B¢, BJ, Bk,

BiABI X Bl Lo = afé Aafj X afik
che per la 3* delle [2| da appunto
L3 -Lix =T(f), e. d. d.
In particolare per le potenze, ad esponente éntero n si ha
9] I, (a")=I,2)" purché per n negativo « sia invertibile,

la quale esprime che: U invariante terzo della potenza
n-esima di o é la potenza n-estma dell’ invariante terzo di «.

Dim. Per n =0, 0 n=1 la [9] & evidente; per n =2 la si
ottiene per induazione dalla [8]. Se « & propria, cioé invertibile,
allora aox—1==1 e dalle [8], [3] si ha subito Ix-I,a—'==1, cioé
Io—!=(L,2)~'; e poichd, per n positivo, «—" = (a—*)* si ha su-
bito la [9] anche per n negativo.

5. Due teoremi per le omografle degeneri.

Un criterio molto utile per riconoscere se una omo-
grafia & degenere & dato dall’ annullarsi del suo invariante
terzo. Si ha il teorema.

1°. I’ omografia « é degenere solamente quando I,a =20,
ovvero il che equivale:
P omografia « & propria solamente quando I o ==0.

Dim. Dalla 3* delle [2] del n. 4 risulta che I,x=0 sola-
mente quando xéAoaj X ak =0, ciod solamente quando i vettori
oé, aj, ak sono complanari, vale a dire nel solo caso [efr. n. 2]
che o sia degenere.

Si ha anche I’importante teorema seguente.
2°, Se fa é una funzione continua della omografic «,
variabile in tutto il campo delle omografie, e si é dimostrato
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che per « omografie propria si ha sempre Je=0, allora,
anche se o & omografic degenere si avra pure fo =0 (Prin-
cipio di continuita).

Dim. Se I;x=0 e # & numero reale si ha [cfr. n. 4, [6]]
Liw + o) = o(@* + @+ Lo + 1,2) 5

dunque: per I,x==0 si pud fissare un numero reale posifivo e

non nullo ¢ tale che per tutti gli «, in valore assoluto minori

di ¢, si abbia I, (@ + «)==0; ma allora f(# + «) =0, per ipotesi,

e, & causa della supposta continuitd, si ha limof (2 +a)=f(x) =0,
© ——-

cio® f(«) =0 anche per I;»=0.

6. Identita del terzo ordine. Invarianti di un prodotto
fanzionale, e dell’inversa di una omografia propria.

Se « ¢ una omografia, tra le sue potenze, fino al terzo
grado, ed i swoi invarianti, ha sempre luogo la relazione
segquente v
1] a®— Loa.o? 4 Lo-o — La=0.

Dim. Se nelle [1] del n.4 poniamo, ordinatamente, al posto
di w i vettori, a*w, — ow, w, si ha:

wAv X atw.La=v\a?w X ow +a*w \u X av -+ u \v X adw,
—uAvXows Io=—av Aatw Xu—a*w \ow X v—oau/\ov <X aw,
uAvXw lg=au A\ avXow;

sommando, per note proprieta [efr. E.C.V.] del prodotto misto
a A\ b<e¢, e ricordando che gli I,« sono numeri, si ha

w A vX(@ djo—ada+ Lo)w=u A\ vXtw;
ma w, v, w, sono vettori arbitrari e quindi
ot Lo —a-Tya 4+ Lao=al; ¢ d.d. (})
Se Pintero n & non minore di 3, allora si ha

[2] ot =a, o4 b, o+ ¢,

(!) Questa dimostrazione semplicissima & dovuta a RapiNoviTCcH (1918.)
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ove i numeri reali a,, b,, ¢,, funzioni di n, ed esprimibili
mediante gli invarianti di «, restano determinati dalle
formule ricorrenti

Ay = @ Lo by g a,=1
[3] Duy, = €n — @y - Lo essendo j b,=—1I,a
Cnyy — An* 13“ ) { Cy== 1305 .

Dim, Dalla [1] si ricava subito
(@) ad =T arat — Loea 4 Lo 5

applicando « ai due membri, e all’a?® del 2° membro sosti-
tuendo il valore (a), si ha a* sotto la forma [2]. Per induzione
& vera la [2].

Applicando ora ai due membri della [2] '« si ha, dalla (@),

@ =g, s o8-+ b, 0 02 4 0 e 0= (L0002 — Ly o 2+ T30) +-byy s 0740 =
=(a, - La+b,) o2 +(0,—a, - Lyx)a+a, Tz
che confrontata con la [2] ed (a) dimostra le [3].
Facciamo una prima applicazione della identitd del 3°
ordine per dimostrare i due importanti teoremi seguenti.
121, r=1,2,3, di un prodotto funsionale di due fat-

tori & indipendente dall’ ordine dei fattori. Ciod; se «, § sono
omografie:

(4] I(Ba) = L(ef), r=1,2, 3.

Dim. Dall’identita [1] applicata a 3« o ad of si ha: (%)

BaBaBer — 1,(Ba)+Bofox + I,(Bor)+Boe — I;(Bex) =0
aBoafaf — I,(oB) B + L (af) o — Iy(aB) = 0;

applicando o a sinistra per la prima, a desira per la seconda

(%) T. Boee10, Sul gradiente di una omografia vettoriale (Lincei, 1910).
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si ha,
aBaBade — L,(Bx) - oo + Ly(B)-ode — Lfx)xa=10
a3efado — I (o) aBodo + Ty(aB) rafx — Igad) =03

confrontando queste due si hanno sabito le [4] ().

Se I omografia o & propria, allora per gli invarianti della
sua inversa, «—*, st ha:
Lo Ia

1
{ i p—
(5] | —__—13 y La™t= T,o’ Lot = Ta

Dim. Applicando o«—* alla identita [1] e dividendo per Ly
[che non & nullo, cfr. n. ] si ha:

Lo , I 1

—8 ___ % 2 eyl
I.“oc +Iam“ =0

che confrontata con la identitd [1] scritta per a—! dimostra
subito le [B].

7. Coniugata di una omografia (operatore K). Teorema di
commutazione. Proprietd fondamentali degli operatori K, L.
Omografia generale applicata ad un prodotto vettoriale.

Se o & una omografia, allora esiste una, ed una sola,
omografia B, funsione soltanto di «, tale che

(@) X ay =y X fo

qualunque siano i vettori o, y.

(1) Si noti che, a causa della proprietd assooiativa del prodotto, si
ha ad es., per r=1, 2, 3,

T(yBx) = Lo(Bay) = Ir(2vB), I-(37Bx) = L.(Bady) = L(a2vB), ecc.;

ma, in generale, ad es.,

T(yBa) = I(vaB), I.(3vBx) = I.(3Bya), ece.

poichd il prodotto funzionale non é, in generale, commutativo.



[Cap. I, § 1, n. 7] , 65

Dim. Essendo a« operatore lineare, ne segue che il numero
x X ay & una funzione lineare di ¥ e guindi esiste [efr. Intr. IT,
n. 7, 1° [2]] un solo vettore u, funzione di « e di «, tale che

xXoy—=uxy

qualunque sia y. Ma w & funzione lineare di ® e quindi [efr.
ibidem] esiste un solo operatore §, funzione di « soltanto, tale
che w=—=fx qualunque sia x. Osservando che §3 & lineare e tra-
sforma vettori in vettori resta dimostrato il teorema.

Chiameremo coniugata di « e la indicheremo con la

notazione
Ko

P unica omografia 3 che soddisfa alla (@) per x, ¥y vettori
- arbitrari. 7
Con tale notazione la (a) assume la forma

1] wXay=y>}Kax, per «x, y vettori arbitrari

e questa formula [1] d& I’ importantissimo teorema detto
teorema di commutazione e dovuto ad JACOBL
B importante tener ben presente che:

K é operatore tra omografie ed omografie,

e quindi K ammette le potenze di qualsiasi ordine.

Nelle proprieta seguenti, che sono fondamentali per
P’operatore K, «, 3, v,... indicano delle omografie e m un
numero reale (abbreviazione della omografia m ©),

B interessante esaminare subito come si comporta 1’ ope-
ratore K rispetto alle omografie proprie o degeneri. Si ha
il teorema: '

[2] Le omografie o, Ka sono, o entrambe proprie, o en-
trambe degeneri. Se o, 0 Ka il che equivale, & degenere e i
vettori, non nulli, w, v hanno direzioni nulle rispetio ad «
e Ka, allora:

a trasforma qualsiasi vettore in un vetlore normale a v
Ka » » > » ad .

Burali-Forti e Marcolongo 5
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Dim. Se « & degenere, allora, per « vettore arbitrario, xx &
vettore parallelo ad un piano, e quindi sempre normale ad un
certo vettore v, ciod si ha v><Xawx=0 e per il teorema di com-
mntazione = > Kav=0; ma « & arbitrario e quindi Kav =0,
eiod Ka & degenere. Lo stesso per Ko

Se si ha aw=—0, Kxv =0, allora per x vettore arbitrario

X Kav =0, xXou=0,

e per il teorema di commutazione

vXXar=0, uxKoex=0
che dimostra 1’ultima parte del teorema.

Per 1’ operatore K, non combinato con altri operatori si
hanno le proprietd [3]-[7] seguenti.

- [3] K(x + B) = Ko + KB, K(ma)=mKa

LI’ operatore K & lineare, ciod & distributivo rispetto alla
somma e commutaiivo col prodotto per un numero.

Dim. Qualunque siano i vettori «, ¥ si ha dalla 1:

wa(oc+{3)y=y><(oc+B)w:y><ocw+y><(3w=
:ac><Kay+w><K§y:w><(Kx+K(B)y;
x X K(majy =y X< max = m(xc X< Kay) = x >} mKay.

Ma «, ¥ sono arbitrari e quindi, ad es., da
x < Ko + By = X< (K -+ Kf)y

si ricava (¢ arbitrario) K(x -+ fjy = (K« + Kfy, poi (v arbi-
trario), Ko + ) =Kz + KB; ¢ d. d.

[4] Km=m [con notazione esatta Km®)=mO).

Dim. & X Kmy =y X mx=mx X y)=x X my; C d. d.

La coniugata di un numero m (esattamente m®) & il
nuntero stesso.

5]  KRKa=q, K?>=<identith» K=K
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La coniugata della coniugata di une omografia é la
omografia stessa. In altri termini: I’ operatore K é inverti-
bile e il suo quadrato é U identitd, cioé K coincide col suo
inverso K—1, ‘

Dim, x> KKay =y % Kawx = x X ay, che per I’arbitrarieta
di « e y dimostra la [4].

6]  K(ap)=K§-Ku, K(opy)=KyKp-Ka,..

L’ operatore K & distributivo rispetto al prodotto funzio-
nale, ma inverte Uordine dei fattort.

Dim. & X K(aB)y = ¥ X o =y X a(fa) = X Kay =
= X K§-Kay; ecc.

che per I’arbitrarietd dei vettori x, ¥ dimostra le [5].

Ka”® = (Ka)» r o int siti
2 "0 v é
Ka—"=(Ka)~" per m ntero possEvo 6, propria.

o omogr. qualunque

{7

La coniugata della potenza m-esima di o é la potenza
n-esima delle coniugata di «, e per n negativo deve essere o
omografia propria.

Dim. La 1* delle [7] & evidente per n=0 e n=1; per n= 2

3

~ si ottiene per induzione dalla [6]. Se poi « & propria, allora
o= {x"")" e quindi

Ko = K1) = (Kot = (Ke)~1 | "= (B2)~", ¢. d. d.

Combinando (prodotto funzionale) gli operarori I, K si
ha il teorema:

8] I,Ke=1,a, Kl.a=1,2, r=1,2,3.

L’ invariante r-esimo, r =1, 2, 3, della coniugata di « &
tdentico all’ invariante r-esimo di o.

Dim. Dalla identitd del 3° ordine |[cfr.gn. 6, [1]] applicata
a Ko si ha:

(Kot — I, Ko+ (Ka)? -+ LKa - Kot — [,Kz =0
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operando con K nei due membri [efr. n. 7], [3], [7]] si ha
a® — LKa+a? + LKaro — ILKa=0

che confrontata con I’identitd del 3° ordine seritta per «, dimo-
stra le prime forme [8]. Le seconde sono conseguenze immediate
della [4] poich® I« sono numeri (*).

Infine diamo la formula |[9] che esprime sotto forma
semplice, e spesso utile nelle applicazioni, cid che si ottiene
applicando la omografia generica o al vettore & Ay pro-
dotto vettoriale di a per . '

[9] (o A\ y)=Iicx-w./\y—w/\Kay—i—y/\K::m.

Dim. Se nella 1* delle [1] del n. 4, § 1, cambiamo wu, v, w, &
in x, y, w, K« si ha [E. 0. V.]

cAyXuILEKi=yAuxXKox+u e XKy +x Ay} Kou=
=—uxy \Kax+uXxXx A Kay +uXalx A y),

dalla quale‘si trae, ricordando che I, Ko =1,
ux {ae ANy)—TLa- e \y+x ARy —y A Kax | =0
che per Parbitrarietd di « dimostra la [9].
8. Dilatazione di una omografia (operatore D).

Se « & una omografia, chiameremo dilatazione di « e
la indicheremo con la notazione

De,
la omografia definita ponendo

1 A Do = % (& + Ka),

ciod Do & la semisomma di « con la sua coniugala.
B importante tener presente che:

D ¢ operatore tra omografie ¢ omografie.

_(*) Dim. di T. Bocaro, Lincei, 1. c.
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Si hanno le seguenti proprietd fondamentali dell’ope-
ratore D, essendo «, 3 omografie e m numero reale relativo.

[2] Dm=m, o, con notazione completa, D(mO) =m©.
La dilatazione di un numero & il numero stesso.
Dim. Essendo Km=m [efr. n. 7, [4]] l1a [1] d& subito la [2].
[3] D(« -+ B) = Da + DB, D(ma) = mDx.

L’operatore D ¢é distributivo rispetto alla somma, ed é
commutativo col prodotto per un numero. In altri termini:
D ¢ operatore lineare.

Dim. Dalla [1] e dalle proprietd di K esposte nel n. 7 si ha:
D(x+3)={a+B+K(a+f)| /2=(x+Ka)/2+ (§+K3)[2=Da+D3;
Dma = (ma + Xmaz) /2 =m(o + Kz) /2 =mDx.
[4] DK« =Da, KDa=Dea; DK=KD =D.
La dilatazione della coniugata di o e la conitugata della

dilatazione di « coincidono con la dilatazione di «. In altri
termini: ¢ prodotté funzionali degli operatori K, D, valgono D.

Dim. Dalla [1] e dalle formole del n. 7 si ha:
DKz = (Ka + KKa] /2 = (o« + Ka) /2 = Da,
KD = (K + KXx) /2 = (2 + Ka) /[2=Dz; c. d. d.

[5] DDa=a, D"=D per n intero positivo non nullo.

La ditatazione della dilatazione di o coincide colla dila-
tazione di a. In altri termini: qualunque potenza di D, con
esponente intero positivo e non nullo, coincide con D.

Dim. Dalla [4] e dalla [1] si ha:
DDz = (Dx + KDx) /2 = (Dx + D) /2 = Da, c. d. d.
(6] IDe=I0 DIa=Ia; ID=DI =I,.

I invariante primo della dilatazione di o ¢ la dilata-
zione dell’ invariante primo di a, coincidono con I’ invariante
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primo di «. In altri termini: prodotti funzionali degli ope-
ratori I1,, D, valgono 1,.

Dim. Dalla [1] si ha, operando con I, [efr. n. 4, [4]; n. 7, 18]]
I,Da = (Lo + [, Ka) /2 =212 /2 =Ta;
dalla [2] si ha DI« =I,x poiché I,« & un numero.
9. Vettore di una omografia (operatore V).

Se « & omografia vettoriale, allora esiste uno, ed un solo,
vettore w funzione di o soltanto tale che

(@) u A w=(x—Ka)x, qualunque sia il vettore x,
ovvero, il che equivale, tale che
(@) uXxAy=yXoax—aXay,
qualunque siano i vettori x, y.
Dim. Moltiplicando scalarmente () la (a’) per ¥ si ha:
uxax \y=axXy—(Kax) Xy=yxae—xXay

il che prova che le (&), (#) sono equivalenti (essendo «, y arbi-
trari). Poi: il 2° membro della (a) & numero reale funzione alter-
nata dei vettori «, y; in conseguenza [cfr, Intr. 11, n. 6, 3°] esso
2 della forma « >« Ay ove uw & funzione di « ed indipendente
da «, y; c. d. d.

Bssendo « una qualsiasi omografia, chiameremo vetéore
di o, e lo indicheremo con la notazione

Ve,

la metd dell’unico vettore « che sodisfa alla (a) per a, y
vettori arbitrari.
Con tale notazione la (@) assume la forma

1] 2Va XX e N y=y X ax — o X oy

che definisce il vettore di «.
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Dal teorema e dalla definizione risulta che:
V ¢ operatore tra omografie e vettori

e cid deve essere tenuto ben presente.
Si hanno le seguenti proprietd fondamentali dell’ opera-
tore V, essendo a, § omografie e m numero reale.

[2] Vm=0, o, con notazione completa, V(m®)=0.
11 vettore di un numero & sempre il vettore nullo.

Dim. Dalla [1] si ha 2Vm X axA\y=y >} mw — X my="90
e quindi, per Iarbitrarietd di x e ¥ si ha Vm =0.

[3] V(a + ) = Va+ VB, V(maj=mVe.

I’ operatore V & distributivo rispetto alla somma ed ¢
commutativo col prodotto per un numero. In altri termini:
V ¢ operatore lineave. '

Dim. Dalla [1] si ha:

2V(oc+B)><w/\y=?/><(oc+(3)w—ac><(oc+[3)y=
:(yxaw—oncy)+(y><Bw—w><By)=
=2Va+2VE) Xz Ay

che per l'arbitrarietd di x, y dimostra la [3].
4] VKo =— Va.

11 vettore della coniugata di « vale il vettore di o cam-
biato dé verso.

Dim. Dalla [1] e dal teorema di commutazione si ha
2VKaxX e Ny== nyaw—waay:an?/—-yXaw:——2Voc><oc/\y
che per I’arbitrarieta di «, y dimostra la [4].

; (5] VDo =0.

I1 wettore della dilatazione di « & il vettore nullo.
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Dim. B noto [efr. n. 8, [1]] che 2Da=ux + Kx; operando
con V nei due membri e tenendo conto della [4] si ha

2VD5&=V0¢+VK1=V&—V@C:O; c. d. d.

~ Come avremo occasione spesso di vedere, basta la [1]
per calcolare il Vo. Pure in alcuni casi pud essere utile
esprimere il Va per mezzo di « e di una terna u, v, W
di vettori mon complanari, o, pil semplicemente, di una
terna ¢, j, k unitaria-ortogonale-positiva. Si hanno le for-
mule : '

[6] 2V o= —

1
u/\va{(v/\w)/\““‘*‘(w/\“)/\“”-l-(u/\v)/\aw}_

= Avscip | WXV — X awu + . - ... |

[Tl 2Va=i N ai +jA aj + K A\ ak =
= (kX af — X ak)i + ... 4+ ...
Dim. Dalle note identita [E. 0. V.]
UNVXW B=X XV NWA A+ ie oy (@AD)NC=aXCD—bXcrar
e tenendo conto della [1] si ha:

u/\‘v Xwe2Va=2Va X v\ Wt .. + . =
= (W X 00— U X A0) U - es A e ==
= (U X o W — 0 X QU D) = 1y A= 10e =
= (VAWINGU + 0o o}

diviendo per w/\v > w si hanno le [6] e da queste le [7].

10. Espressione di una omografia generica o mediante
la sua dilatazione e il suo vettore, Dx e Va.

Premettiamo una nozione che svilupperemo poi comple-
tamente nel § seguente studiando le omografie assiali.

Se w & un vettore, il simbolo composto,

u,

formato col vettore u e il segno d’o erazione A\, & un ope-
g y P
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ratore [cfr. Intr. I, n, 5] e precisamente un operatore linears
tra i vetlori, ciod una omografia vettoriale.

Infatti: qualunque siano i vettori «, y, si ha che il simbolo
@\ premesso ad x da il vettore w/A«x ed inoltre

UN@X +Y)=uA\x+u\y, w/(mx) == mw A\ x).

Oid posto si ha il teorema :
Se a & omografia vettoriale qualunque, si ha identicamente

{1 e=Da—+ (Va)A\, Ko=Da— (Va)A,
ovvero, il che equivale, V
{2] o+ Ka=2Da, a—Ka=2(Va)A,

¢ la 1% delle [2] & gia stata assunta [cfr. n. 8. [1]] per defi-
nire Da.

Dim. Qualunque siano i vettori «, y si ha, per proprieta
ben note [cfr. n. 9, [1]; n. 7, [1]]

Va X x \y=yXox —axXay=y X xx—y < Kox =
=y X (x — Kajx

dé. cui risulta subito [B. C. V.]
2y X (VayAe =y X (« — Ko ;
éhe per I’arbitrarietd di « e  da
2AVe) N = (& — K, poi (Va) A= ot — Kz

che & la 2" delle [2] e restano quindi dimostrate le [2]. Da
queste per somma e differenza si ottengono le [1].

La prima delle [1] dd la « generica decomposta nella
Somma di due omografie; una la D« che, come vedremo,
appartiene al gruppo delle dilatazioni; ’altra la (Va)A
che, come vedremo, appartiene al gruppo delle assiali.
Vedremo pure che la riduzione di una omografia generica
alla somma di una dilatazione con una assiale puo farsi in
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un sol modo [efr. § 2, n. 5]; ma per ora questo fatto, per
quanto importante, non ci interessa, bastandoci le identita,
ora dimostrate, [1], [2].

Nel § seguente esamineremo le omografie particolari o
semplici. Due gruppi di queste saranno date, evidentemente
dall’ annullarsi di uno dei due termini del 2° membro delle [1];
le assiali quelle per le quali Da =0; le dilatazioni quelle
per le quali Ve =0; e le dilatazioni daranno un sotto
gruppo particolare (impropriamente, numeri) delle omotetie.
Infine un terzo gruppo sard dato dalle diadi; ma queste
non possono essere classificate mediante D e V delle [1].

Giova notare che la 1* delle [1] corrisponde alla formola
fondamentale data da HAMILTON per i quaternioni «

o = St -+ I~ Va),

formula completa e non quella incompleta ed inesatta usata
dai quaternionisti seguaci di HamirToN [E. C. V; pag. 232].
EsErociz1 (Y).

1. LDa=To I,Di=ILa—(Va)? IDx=(aVa)Xx Ve

2. Cx=1I,0a—a Definizione di O« «eciclica di a»

O+ B) = Ca + C3, C(mx)=mCo
3. { C & operatore lineare tra omografie e omografie; am=-
mette potenze
4 Ca = (3 solamente quando «=§; C & op. invertibile
*{ Cx=10 solamente quando « =20

5. Ca=La+a, Cla=(I«—2a)/2

(1) Questi esercizi e tutti quelli seguenti i vari paragrafi, constano
di teoremi (formule o enunciati) che il lettore potrd dimostrare per
esercizio, e sempre sotto forma assoluta.

Senza bisogno di ripeterlo ogni volta resta stabilito che: «, §,... sono
omografie generiche ; m, n, p, ... 9, ... numers reali; a,..w,.. x,... vettori;
i, j, k terna unitaria-ortogonale-positiva di vettori.
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 (LOx=2Tw, LOx=(l0)+ Iz ICx=TaTa—Ix
‘| KOx=CK«, DCax=CDz«, VCux=-— Vo
7. ()™= (L + o [ (Tye- Lo — T,), per L,Ca3=0
§ a(N\y)=ax \ OKoay + y AKox = — a2 A Koy — y A\ CKaw
" Ca(xA\y) =2 \Koy — y \ Kax
9. RafwN\ay —yNox) =To.x\y — (ax) Aay
10. Se «,  sono proprie e Bx—=oaf, allora:
ad — T (a3 0?3 + Ly(e3 ™) - 3 — Ip(23-1)+38 =0, e anche
Ij(a'B)o® — Ly(@=§) -8 -+ T, (e~ '3) 03 — * = 0.

6

§ 2. Omografie particolari (o semplici).

1. Assiali. Proprieta fondamentali. Operatori I, K, D,V
applicati alle assiali.

Diremo che la omografia vettoriale « & una omografica
assiale, o semplicemente, una assiale, quando la sua dila-
tazione é nulla, cioé

[1] Da=0. [efr. n. 2, [1]].
Questa condizione [1], che definisce le assiali, equivale a
[ a=(Vo)\, o=—Ka

come risulta immediatameute dalle [1], [2] del § 1, n. 10.
Osserviamo subito che: ogni assiale non nulla é omografia
degenere di 1% specie [efr. § 1, n. 2.

Dim. Infatti: dalla 1? delle [1'] si ha o = (Va)A\x; per a==0
‘deve dunque essere Vaz=0 e quindi ax & vettore o nullo o
normale a Vg, cioé sempre parallelo al piano normale a Ve,
ed, evidentemente, 1on pud avere una direzione fissa.

Come proprietd caratteristica geometrica delle assiali si
ha la seguente :

L’ omografia o ¢ assiale solamente quando ; trasforma un
qualsiasi vettore in un vettore, o nullo, o normale al vettore
stesso, cioé,

(2] o > agc = 0 per x vettore arbitrario;
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notando che la condizione [2] equivale alla condizione
[2] xXey +YX 2o = 0, per x, y vettori arbitrari.

Dim. Cominciamo col dimostrare che le [2], [2'] sono equi-
valenti.
_Se vale la [1], per « arbitrario, vale pure per x + y e si ha

(26 + ) X (e 4+ ) =0, X ok xXay + yXox + yXoy—0

che, per essere x><ox =y X ay =0, dA appunto la [2']. Se

nella [2'] si pone wx al posto di ¥ si ottiene la [2]. Dunque le

[2], [2] sono I’una conseguenza dell’altra ciod sono equivalenti,
Dalla [2] e dal teorema di commutazione si ha

xXay +x X Kay=0uw < («+ Kajy =0

che valendo per a, y arbitrari d3 « = — K« Dunque, per (11,
se vale la [2] o [2] « & assiale. Viceversa se « & assiale dalla 1°
delle [1'] si ha )

X oaw=ax X (Va)\e =0,

ciod se « & assiale vale la [2] e la [2'].

Si ha ancora il teorema, che d3 un’altra caratteristica
geometrica delle assiali:

Se 2 & una assiale, allora: esiste un vettore w, ed uno
solo, tale che

[3] a=ul,

ed inoltre facendo variare w in tutto il campo dei vettori,
P omogrofia w/ percorre il campo totale delle assiali,

Dim. Se « & assiale, allora da [1'] risulta che esiste w tale
che vale la [3]. Viceversa se vale la [3] si ha

eXoax=aXuwA\ec=20

e quindi, per la [2], « & assiale. Cid prova che la forma [3] &
propria soltanto delle assiali.

Se « & assiale ed esistono u, w’ tali che a=wu\, « =u'A\,
allora per x vettore arbitrario deve essere wu Nx=u'Ax, che
per Iarbitrarietd di « da »=1w". Dunque una assiale « si pud
porre in un sol modo sotto la forma [3].
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Da quanto abbiamo ora dimostrato risulta che la classe delle

assiali si ottiene da wA facendo variare u nella classe totale
dei vettori.

Potendosi I’assiale o porre én un sol modo sotto la
forma « A (anzi, per la 1* delle [1'], si ha ©u =Va), risulta
che: il vettore w & wuna funzione dell’ assiale . Possiamo
allora chiamare asse della omografia assiale o I’unico vet-
. tore w tale che x—=wA.

Con la parola asse ora introdotta, la proprieta [3] delle
assiali assume la forma :

Una omografia assiale trasforma un qualsiasi vettore in
un vettore o nullo o normale al suo asse, ovvero, il che equi-

vale, in un vettore o nullo o parallelo ad un ptano normale
al suo asse.

Dim. Perche se » & ’asse di «, da o =wu )\ si ha oo =u\x
da cui v <oax=0, c. d. d.

Giova notare che se a=uA\ e x & vettore arbitrario
(normale o pur no ad w), i vettori asw, awm, a’a, ... sono tutti
normali ad w, e se w® =1, ciod w & unitario, i vettori atac,
%%, ... si ottengono da aac con rotazione di 1, 2,... retti in-
torno ad w sempre nello stesso senso [efr. B. C. V., rotore i].

Eecco alcune notevoli conseguenze delle proprietd ora
dimostrate.

[4] uA=0 solamente quando u =0

uh=vA > » u="v.

Una omografia assiale & nulla solamente quando é nullo

il suo asse. Due assiali sono identiche solamente quando
hanno lo stesso asse.

' Dim. Infatti: per a arbitrario si ha w Ax =0 solo quando
u=0; u\x=v/\x solo quando u = v.

Bl  wA+vA=(@+v)A, m@p)=mu.

La somma di due (o pin) assiali & ¥ assiale che ha per
asse la somma degli assi. Il prodotto di una assiale per i
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numero m & I’ assiale che ha per asse il prodoito dell’ asse
4

per m.
Da cui segue !’ importante proprieta.
Le assiali formano un sistema lineare.

Dim. (mA+vA)e=uAx+vAr=(u-+V)\2;
im(u )| e =m(u\x) = (mu)\a; c. d. d.

6] I’ assiale non nulla ha une sola direzione unita, che é
’
pure direzione nulla, quella del suo asse.

Dim. Per w==0 [efr. [4]] si ha wAx=0 nel solo caso che
sia =0, ovvero « parallelo ad w; e. d. d.

Applicando ad una assiale, w A, gli operatori I, K, D, V
si ottengono le formule seguenti che sono importanti perché
di continuo uso nelle applicazioni.

(7 I,(wA)=0, I(u))=u? I uA)=0
(8] K(u)\)=—u/

9] D(uA)=0

[10] VuN)=mu

Dim. [7]. Se nelle [1] del n. 4 si pone »/\ al posto di « 8i ha:

w v X w-Lw\)=wAuX (uAv)+uwA\vX(w\w)=0
uhv X w-LuN)=uA)\([@Aw) Xu=uAv X wu
w\v X w-I(wA\) =0,

che per wA\v X w==0 dimostrano le [7].
Dim. [8], [9], [10]. Risultano da [1], [1'] tenendo conto del
teorema [3].

2. Dilatazioni. Proprietd fondamentali. Operatori I, K,
D, V applicati alle dilatazioni.

Diremo che la omografia vettoriale a ¢ una dilatazione,
quando il suo vettore & nullo, ciod :

1 Va=0 [cfr. n. 1, [1]].
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Questa condizione [1] che definisce le dilatazioni, equi-
vale a ciascuna delle condizioni seguenti

17 a=Da, a=Ku«

come risulta immediatamente dalle [1], [2] del § 1, n. 10 (*).

Si & gid osservato [efr. § 1, n. 8, [4]] che essendo « una
omografia qualunque la KD« coincide con Da, ‘il che, per
la definizione [1], prova che Da ¢é una dilatazione, restando
cosi giustificato il nome dilatazione di « dato alla omo-
grafia Da = (¢ + Ka) /2.

Si ha il seguente teorema fondamentale.

L’ omografia vettoriale o é una dilatazione solamente
quando essa ammette almeno tre direzioni unite due a due
ortogonali ; vale a dire solamente quando i pud porre, almeno
in un modo,

2] " (mi, nj, pk)
i, J, Ik

con i, j, k terna unitaria-ortogonale di vettori e m, n, p
terna di numeri reali relativi.

Dim. &) Supponiamo che « sia una dilatazione, ciod valga
la [1}.

E noto [cfr. § 1, n. 4] che esiste almeno una direzione unita
rispetto ad «. Fissato un vettore unitario ¢ parallelo a tale dire-
_ zione, resta determinato il numero m=¢ X a¢ tale che

(o) o = mi.

Se « & vettore normale ad ¢, ciod a><¢=0, si ha da (&) che
anche « > ai =0 e per il teorema di commutazione e la (a) che
¢>< ax=0. Cid prova che: la dilatazione o trasforma i vettors
normali ad ¢ in vettori o nulli o normali ad <.

() Come analoga della condizione {2] del n. 1 si ha

x> oy —yXaw =0, per x, y vettori arbitrari

poiché per il teorema di commutazione si ha identicamente

XX oy — y > oxe=x X (x — Ka)y.
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Se 4, j°, &' & una terna unitaria ortogonale, «j’, ak’ sono
vettori normali ad ¢ (*) e si deve avere

9] oj =rj + sk'y ok’ = s’jf + tK'

ma, per la (a) e il teorema di commutazione uj’ < &' =3 < oF’
e poiche, per le (}'), aj’ X K'=38, ak’'>< j =g, risulta §=125" ¢
le (3') danno

®) of =1y + 8K’y ok’ = 8j’ + IK'.

Se =0, allora, dalle (8) si ha aj’'—1rj, ak/=1ik' e ad « si
pud dare la forma [2], ciod esistono le tre direzioni unite, ecc.
(Ed & poi ovvio che per 8—=0 e r =1t ogni direzione normale
ad ¢ & unita per «),

Supponiamo ora $3=0. Per un vettore generico w normale
ad ¢ si ha

() w=xj 4+ yk’ o quindi aw—=zaj + yak’
e per le (B)
) o = (xr + y8)J' + (ws + yt)k'.

Affinche la direzione di = sia wnita per « deve essere
w A\ auw =0,
cio®, per le (y), (3), e poichd j'\ ¥'4=0,
(e) s + (t — r)wy — sy* =0,

Essendo 8 ¢ — s (non nulli) i coefficienti di «* e y% esistono

almeno due coppie (x,, ¥,), (#;, ¥,), con elementi non propor-
zionali, che sodisfano la (z), vale a dire esistono almeno due
direzioni w wunite per «. Ponendo

u, =, + kK, w,=u,5 + y, K
si ha subito
Uy X Uy = T8 -+ Y1Ys 5

ma dalla (g), poiché i coefficienti di «% y2 sono non nulli e di

(*) Questa parte della dimostrazione, pil semplice ed elementare di.

quella da noi data nella 1* edizione, ci & stata gentilmente comunicata
dal Prof. E. LENzi
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segno contrario, si ha x4, + y,y, =0 e quindi w, ><u, =0. Ne
segue che anche nel caso s==0, alla ¢ si pud dare la forma [2].
Dunque : nella ipotesi a), alla & 8i pud dare la forma [2].
b) Supponmmo che la -« si possa ridurre alla forma [2].
Allora si ha:

2Va =4 A\6i + v 4 vee == ME NG+ o+ 00a 2= 0

e quindi, per la [1], « ¢ dilatazione.

Sia « una dilatazione. Le direzioni unite di a, siano esse
costituite da una sola o da infinite terne ortogonali, sono
elementi intrinseci di « e quindi la forma [2] & forma ass0-
luta, della quale si pud far uso senza cadere nel formalismo
degli elementi di riferimento, e della quale, anzi, si deve
far uso nelle applicazioni poich® gli elementi dai quali
dipende sono delle funzioni di «. In cid che segue ci rife-
riremo sempre alla forma [2].

B importante stabilire il teorema :

Le dilatazioni formano un sistema lineare; vale a dire:
la somma di dilatazioni e il prodotio di una dilatazione per
un numero, sono pure dilatazions.

Dim. Se «, 8, sono dilatazioni e m & numero, da Va=10 o
VB =0 segue subito

Vie+8)=Va+ V=0, Vima)=mVa=0
6 quindi [efr. [1]] « +§ e m« sono dilatazioni; c. d. d.

Dalla forma [2] della dilatazione «, risultano in modo
ovvio le proprietd seguenti che Iasclamo al lettore la cura
di dimostrare.

a & propria solamente quando mnp == 0 (nessuno dei numeri
m, n, p @ nullo); il che equivale a dire che: « ¢ degenere
solamente quando mnp = 0 (uno, almeno, dei numers m, n, p
¢ nullo) ;

8¢ n =y tutte le direzioni normali ad ¢ sono direzioni
unite d¢ o;

s¢ m =n=yp, allora « = mO, cioé « ¢ I’omotetia vetto-
riale individuata dal numero. m [cfr. n. 315
Burali-Forti e Marcolongo ) 6
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se m=0 e np =0, allora la sola diregione di 1 &, ad

un tempo, unita ¢ nulla per o;

se m3=0 ¢ n=p=0, allora la direzione di i é unita
¢ non nulla per o, e tutte le direzioni normali ad i sono,
ad un tempo unite e nulle per .

Applicando gli operatori I, K, D, V, alla dilatazione «,
cui intendiamo data per le [3] la forma [2], si ha:

3] La=m-+n-+p, La=np+pm 4 mn, la=mnp
[4] Ko—=a, Da=a, Va=0.

Dim. Da [2] e dalle [2] del n. 4, § 1 si ottengono le [3]. Le (4],
sono le [1], [1'] gia note.

3. Omotetie vettoriali (caso particolare delle dilatazioni).

Diremo che I’omografia « & una omotetia vettoriale,
quando: qualsiasi direzione ® unita per « [efr. § 1, n. 3];
vale a dire, qualunque sia il vettore si ha

() aNox=0 [efr. n. 1, [2]].

I’ omografia o é una omotetia vettoriale, solamente
quando: esiste un numero reale m tale che

«=m®, o, con scritiura abbreviata, o=m.

Dim. Se @« =—=m@ allora la (a) & vera e « & omotetia vettoriale.
Viceversa. Se « & omotetia vettoriale, allora per x, y vettori
arbitrari si ha:

ax = hx, oy =ky, ol@+y) =1Ux-+y)
con h, k, I numeri reali. Per la linearitd di o si ha:
hic + ky =l + ly, cioe (h—1lx= (1 —kyy;

ma questa deve valere anche per x, y non paralleli e quindi
si ha h=F%=1. Dunque deve esistere un numero reale m tale
che a==mQ®; e ne deve esistere uno solo perch® da o=mQ®
o x—m'® si ricava ma = m'x qualunque sia x 6 quindi m=m'.
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B evidente [efr. n. 2] che: le omotetie vettoriali sono
casi particolari delle dilatazioni; precisamente sono quelle
dilatazioni che ridotte alla forma [2] del n. 2 ddnno m=n=p
e si ha a = m0O.

Le omotetie vettoriali, o brevemente (ma inesattamente)
numeri reali relativi, sono le pitt semplici omografie. Ksse
ei erano gid note, insieme alle proprietd seguenti:

le omotetie vettoriali formano un sistema lineare; {r«
esse vi ¢ U identith 10, o brevemente 1;

Im=3m, Im=3m*, ILm=m? [cfr. § 1, n. 4, [3]];
Km=m [efr. § 1, n. 7, [4]]
Dm=m [efr. § 1, n. 8, [2]]
V=0 [efr. § 1, n. 9, [2]].

4. Diadi. Proprietad fondamentali. Operatori I, K, D, V
_applicati alle diadi.

Diremo che 1’omografia o & una diade, quando: esiste
almeno un vettore b tale che, per a vettore arbitrario

[0] azA\b=0, ciod ax = < un maultiplo di > =mb,

vale a dire: I’omografia a trasforma qualsiasi vettore in
un vettore, o nullo, o avente, per b==0, direzione fissa, (la
direzione di b). Questa & la caratteristica geometrica delle
diadi. :

Vi & appena bisogno di osservare, come risulta subito
dalla definizione di diade che [cfr. § 1, n. 2].

Ogni diade non nulla é omografic degenere di 2% specie.

Il teorema fondamentale per le diadi & il seguente:

L’ omografia « ¢ una diade solamente quando esiste almeno
una coppia di vetlori a, b tale che

{a) a =aXx-b

qualunque sia il vettore o.
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Dim. Se « =0 il teorema & evidente poiche si ha aax =20, per
« arbitrario, solamente quando @ =0, ovvero b=0.

Supponiamo ora a==0.

Sia « una diade. Per definizione esiste un vettore (neces-
sariamente non nullo) b tale che, per x vettore arbitrario,
ax ==mb con m numero reale funzione di x. Ma m & evidente-
mente funzione lineare di x e quindi [efr. Intr. 1T, n. 6, 1°]
esiste un vettore a tale che m —a XX . Dunque: se¢ o & una
diade esiste almeno una coppia a, b sodisfacente alla (@),

Viceversa. Se esiste almeno una coppia @, b sodisfacente
alla (a), allora o & una diade poichd ax 8 vettore o nullo (per
@ > « =0) o parallelo a b, Dunque: s¢ esiste almeno una coppia
a, b sodisfacente alla (), IV omografia o & una diade.

) I in base a questo teorema che vien naturale esprimere
con la notazione
H{«, b)

quella diade, dipendente dai vettori «, b, che per a vettore
arbitrario sodisfa alla (a). '

Con tale notazione la (a) assume la importante e gene-
rica forma
M H(a, b)x =a > x-b.

Si noti che H & simbolo fisso di operatore binario tre
coppie di vettori e omografie (diadi).

Le diadi, o anche soltanto le assiali, danno un importante
elemento meecanico, le omografie &’inerzia. Sia § un sistema
materiale formato da punti P; con le masse m; ¢ O un punto
arbitrario. Si chiama omografia @’ inerzia di S rispetto ad O,
la omografia, introdotta da R. MARCOLONGO,

n=2m; | (P,— 0 —H(P;— 0, P;— 0)|,
ovvero, sotto altre forme con le assiali,
= —Em, { (Pi— QAL (Pi— OA | =—Zm; { (P, — OA 1%
Se w & vettore unifario, allora si ha facilmente

w X qu=2m; | (P;— O)\w{?
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e quindi % > nu & il momento d’inerzia del sistema S rispetio
all’ asse che passa per O ed @& parallelo ad w. Siccome per mezzo
del baricentro G di 8 si passa facilmente, e senza integrazioni,
dalla v relativa ad O alla v relativa ad un altro punto 0’, cosi
resta evidente la notevole importanza della v di fronte ai me-
todi ordinari con i quali il cambiamento di asse richiede la
"ripetizione di calcoli lunghi di integrali tripli [efr. Meccanioa
razionale (Collezione Lattes) 1. c. pp. 180-200].

Le principali proprietd delle diadi sono espresse dalle
proposizioni seguenti, nelle quali a, b, ¢, u, v sono vettori
e m & numero reale relativo.

(2] H(a, b) =0, solamente quando @ =0, ovvero b=0.

Una diade ¢ nulla nel solo caso che sia nullo almeno uno
dei due vettori che la determinano.

Dim. Affinché H(a,b) =0 & necessario & sufficiente che sia
H(a, b)x = 0, qualunque sia «; il che, per la [1] avviene sola-
mente quando: @ > x-b=0 che, per I’ arbitrarietd di «, da
"a=0; ovvero b=0; c. d. d.

3] H(a, b)=H(u, v) solamente quando: esiste un numero
reale m tale che w = ma, mv=>~0."

In altri termini: tutte le diadi identiche ad H{a, b) sono

le diadi H(ma, b/m) variando comunque m nella classe det-

numeri reali relativi non nulli.

Dim. Le due ultime condizioni [3] sono evidenti quando
uno, almeno, dei vettori @, » od u, v & nullo, cio® le due diadi
sono nulle.

Siano ora a, b, u, v vettori non nulli. La -condizione di
eguaglianza delle due diadi &, in virtlt della [1], e per x vet--
tore- arbitrario,

aXxbh—=uXxXwxv;

~ma v non ¢ nullo e quindi, poich® &, v risultano paralleli,
deve esistere un numero m tale che b = mv. Ponendo guesto
valore di b nella condizione precedente si ha

axXxm=uxX®x cio¢ (ma)><xr=uXx
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che per 'arbitrarietd di « da, appunto, ma = u (),

H(« + 8, ¢) = H(a, ¢) + H(b, c)
[4] H(e, b+ ¢) = H(a, b) + H(a, ¢)
H(ma, b) = H(a, mb) = mH(a, b).

Ogni diade & ente lineare rispetto a ciascuno dei due vet-
tori che la determinano.

Dim. Per a vettore arbitrario si ha.
Hl@ +b,c)r=(a+b)Xxec—=aXwxwc+bXwec=
=H(a, c)z + H(b, ¢)x = | H(a, ¢) + H(b, ¢) | x
che dimostra la prima delle [4]: analogamente per le altre,

[6] La somma di due diadi pud non essere una diade. B da
cid risulta che: le diadi non Jormano un sistema lineare.

Dim. Si ha | H(e, b))+ H(u, v) e =a X x-b+u>Xax -0 o
quindi: se b Av3=0 il secondo membro non & vettore o nullo
o avente direzione indipendente da «, ciod Hia, b) + H(u, v)
non & una diade (*).

Applichiamo ora gli operatori I, K, D, V alle diadi. Si
ottengono formule importanti e di continuo uso nelle appli-
cazioni.

6] ILH(«,0)=a>b, I,H(a,b)= 0, LH(a,5)=0
(7] KH(a,b) = H(b, a)

[8] DH(«, b) = {H(a, b) + H(®, a)l/2

9] 2VH(a,b) =aAb.

(*) La diade H(a, ) & una funzione della coppia (@, b) e non cambia
di valore per tatte le coppie (mea, b/m) con m numero reale non nullo.
Sarebbe dunque erroneo dire, come si fa spesso, che « della diade H(a, &),
i vettori e, b ne sono il 1° & 2° elemento », poiché mentre H(a, ) &
una funzione della coppia (a; b), gli elementi di questa, @ e b, non
sono funzioni della diade H(a, b) [cfr. Intr. I, n. 2]

(®) Le diadi sone state introdotte dal GiBBs, come prodotio diadice
di un vettore per un altro (con notazione inopportuna e che noi non
abbiamo potuto seguire). Lo stesso Gisss ha ottenute le omografie ge-
nerali come somme i tre diadi. Anche in questo non abbiamo potuto
seguire il GieBs perché non & certo opportuno far dipendere un sistema
lineare (le omografie) da un sistema non lineare (le diadi).
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Dim. [6]. Riferendosi alla terna unitaria ecc. ¢, j, k, si ba
[efr. § 1, n. 4, [2]]: )
LH(a,b)=aX<{:i X b+ e+ =(@X ol v ) X D=0 X b3
poi 'H, e VH, sono nulli perché H(a, b)é,... sono paralleli a b.
Dim, [7]
< KH(a, b))y =y X Hia,b)x =a X x:b X y=
= X (b X y-a) = x < H(b, a)y,

che per I’arbitrarietd di x, y dimostra la [7}.

Dim. [8]. Si deduce da [7] e da Do = (« -+ Ka)/2 [efr. § 1,
n. & [1]).

Dim. [9]. Per «, y vettori qualunque si ha [efr. § 1, n. 9, [1}]

9VH(a,b) < x\y =1y < H(a, bjx — =< H{et, b)Yy =
—axxbXy—axXybxx=(@A\b)X(xAY)

che per Darbitrarieta di a/\y dimostra la [8] (M-

Per le omografie vettoriali che appartengono, ad un
tempo, a due dei tipi di omografie particolari si ha il teo-
rema:c

I’ omografia vettoriale a é, ad un tempo;

a) assiale ¢ dilatazione, solamente quando o =0;

b) assiale ¢ diade, » » o=0;

¢) dilatazione ¢ diade, » » o == mH(w, 1)
con M nuUmMero reale ¢ w vettore.

Dim. a) Deve essere [efr. n. 1, [I']; n. 2, [} a=—Ka e
o = Kua, cioé &« =0. -
b) Deve essere [efr. n. 1, [1']; n. 4, [7]]
a=— K», KH(a,b)=H(,a), ciot H(a, b) = — H(b, a),

vale a dire [cfr. [3]] @ = — mb, mb =a, da cui a=—a, eiod
a=0 e quindi [efr, [2]] «=0.

¢) Per o= H(a, b) deve essere Vo — 0, ciod |efr. [9]] a AN =0
e quindi, come si era affermato, a = mH(w, wu).

") ¥1 caleolo con i vettori 7, j, & sarebbe molto piu lungo del cal-
colo diretto che si & ora fatto [efr. § 1, n. 9, [T]].
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5. Riduzione di una omografia generale alla somma di
una dilatazione con una assiale.

Si & gid veduto [cfr. § 1, n. 10, [1]] che, essendo « una
generica omografia, si ha identicamente

@ = Da + (Va) A

e poiché Da & una dilatazione [cfr. n. 2] risulta che: « i~
mane decomposta nelle somma di una dilatazione con una
assiale.

Possiamo ora dimostrare che:

La generica omografia a & riduttibile, in un sol modo,
alle somma di une dilatazione con une assiale; quindi
due termini della somme sono soltanto Dax e (Vo)A

Dim. Se si pud porre
a=B+uN e a=f +u'A
ove §, §" sono dilataziani e w, u’ sono vettori, allora si ha
(@) P =0 —uwA;

ma 3 — 3 & dilatazione e (w' — u)/\ & assiale e quindi [efr. n. 4,
ultimo teorema] deve essere B=p" e u =1, ¢. d. d.

Oppure: operando con V nella (@) si ha 0=u —u e da
questo, e da (a), risulta 3 ="

6. Quadriche indicatriei.

Sia « una omografia, O un punto proprio e k un nu-
mero reale relativo. I punti P, se esistono, sodisfacenti
alla condizione

1] (P—O0)X}X P —0)=Fk

stanno in una superficie del seoondo ordine (poiché la con-
dizione [1] & del secondo grado rispetto al punto P), cioé
in una quadrica.

Chiameremo quadrica indicatrice di « rispetto al
punto O e al numero k, il luogo del: punto P sodisfa-
cente alla condizione [1].
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Per le applicazioni fisico-meccaniche bastano le due
proprieta seguenti (fra le tante che ne esistono) delle qua-
driche indieatriei.

L’ omografia o, la sua dilatazione Da ¢ la sua coniu-
gota Ko, hanno, rispetto ad O e k, le medesime quadriche
indicatrici.

Dim. Dalle [1], [2] del n. 5 si ha
Di=—=a—(Va)A, Kx=a—2(Va)A
e quindi per x vettore arbitrario

> Do =< | ax — (VO)A\w | ==& X ac,
x K Kax=w < iax—2Va)\axl=xXax

che per la [1] dimostrano il teorema.

~ La normale én P alla quadrica [1] é parallela al vel-
tore Da(P — 0). Ovvero, il che equivale: il piano diame-
trale, coningato alle direzione del vettore non nullo u, di
una quadrica indicatrice della omografia a, & normale al
vettore Daae.

Dim. Differenziando {E. C. V.] 1a condizione
(P— 0) XD P — 0)=F,
che per il teorema precedente equivale alla [1] si ha:
AP <X DafP — 0) + (P - 0) ><Dde:2dP>< Da(P — 0)==0;

ma dP & sempre parallelo al piano tangente alla quadrica in P,
e poich® dP risulta normale al vettore Dx(P — 0), resta dimo-
strata la prima forma del teorema e anche la seconda percheé
¢ vettore parallelo a P — O,

B poi ovvio che: le direzioni unite della D sono le dire-
zioni degli assi di qualsiasi quadrica indicatrice, [1], della
omografia «.
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7. Riduzione di una omografia generica alla somma di

tre diadi.
1.0 Se 4, 4, k ¢ terna unitaria-ortogonale di vettori ¢ «

¢ una omografia si hanno le notevoli identitd seguenti:

(] &= H(¢, ai) + H(j, 0j) + H(k, ak) = H(Kai, §) 4 ... + ...,
2] Ke=H(, Kai) + H(j, Kaj) + H(k, Kak)=H(at, i) + .. 4-...
3] H(, 1) 4 H(j,7) + Hk, k)=1 [esattamente 107 ().
Dim. Operando con « nei due membri della identita [E. C.V.]
X=X+ XX Joj+ X ke k

si ha:
KL =X o0 A 0y 4 = | H(d, of) 4+ o 4+ |

che per Parbitrarietd di dimostra la 1* forma della [1]. Da
questa si ha la 1* forma di (2] cambiando « in Ka. Le seconde
forme di [1] e [2] si ottengono dalle prime operando con K.
Infine dalla 1* forma [1] si ottiene Ia [3] per a=10.

2.° Sia « omografia vettoriale. Dati i vettori, non com-
Planari, e, v, w (ovvero a, b, ¢), sono determinati i vet-
tori a, b, ¢, (ovvero U, v, ), complanari o pur no, tali che
[4] %= H(”‘a ) + H(v, b) -+ H(w: 0),
avendosi, rispettivamente,
Bl uwAvX<w.aq= “(eA\w), AU w-h— a(w A ee),
UNUX w-c=a(uAv),

6] aeNbX<ec 1= Ka(bAe), apb><eov— Ka(e A a),
aNOX ¢-w = Ka(a A b).

() Se in luogo della terna i, J, & si fa nso della terna u, v, w di
vettori non complanari, si ha

UAY X Wy = H(vAw, au) + H(wAu, av) + H{uAv, qw)
¢ le altre analoghe (le due forme) alle [1], [2[; 1a [8] diviene
H(u, vAw) +- H(v, wAu) + H(ew, upv) = uUAv <X w
che si deducono, come quelle del testo, dalla identity [E. C. \'A
UAV X W= vAw X< x-u T WAUX 2V - uAV X< e
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Dim. I vettori «, v, w si possono esprimere linearmente
mediante i vettori ¢, j, £ di una terna unitaria ortogonale; se
uAv><X w0 anche ¢, j, & si possono esprimere linearmente
mediante u, v, w [B. C. V.]; sostituendo queste espressioni di
iy J, k nella 1* forma [1] si ha la [4]. Applicando la « data
dalla [4] a v Aw,.."si hanno le [5]; analogamente per le [6]
poiche Ku == H(a, )+ ... + ...

3. Facendo variare u, v, w, ¢, b, ¢, comunque, nel
campo totale dei vettori, il secondo membro della [4] percorre
il ecampo totale delle omografie; vale a dirve: la [4] d& tutte
le omografie, ¢ una assegnata omografia o puod esser posta,
in infiniti modi, sotto la forma [4], cioé ridotla a somma
di tre diadi (non esclusa I ulteriore riduzione ¢ due diadi
o ad una sola). Avendo o la forma (4], si hanno le formule
[T]-[10] sequenti delle quali ha importanze, per noi, soltanto
le [9]: )

71 Je=uX<a+vXb1-wXe
8] Lo=(A®W)XBAC)+ @AW (CA) + (wAV)X(@A\D)

9] ILe=wupAvXw-aN\bXc¢
[10)] Va =uNa+vADFwAC.

Dim. Qualunque siano i vettori e,.., @,.., il 2° membro
della [4] & una’omografia. Viceversa, dal teorema 2°, risulta che
fissati i vettori u,.. (ovvero, a,..), sotto la condizione di non
complanarietd, ad una omografia « si pud sempre dare la
forma [4]. La 12 parte del teorema & cosi dimostrata.

La [7] & evidente ricordando che I,H(x, y)—=a >y e che I,
& distributivo rispetto alla somma.

Fissata ad arbitrio la terna unitaria-ortogonale-positiva
i J, K si ha [efr. E. C. V. ¢ § 1, n. 4, [2]]

;uxi vXXE wXi
Is“:(ai)/\(aj)xock:;zcxj vXj wx<j

caN\NbXe=uA\vXw-a \bXc
uxXk vX<k w><kE

che dimostra la [9]. In modo analogo per le [8], [10] come il
lettore pud fare per esercizio.
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4.* S¢ o & una assiale si pud porre, in infiniti modi,

[11] o = H(a, y) — H(y, x)

ore X, Y sono vettori sodisfacenti all’ unica condizione

[1r] 2 A\Y = Va,

Dim. Dalla [11] si ha 2Va = Ay —y/N\e=2xAy ed inoltre
Ki=—u;e d d.

Vien cosi confermata Pinopportunitd del metodo del
G1BBS che fa dipendere le omografie generali, e anche
quelle particolari, dalle diadi.

5. La forma diadica generale delle dilatazioni &

[12] o = mH(i, §) 4+~ nH(j, j) 4 pH(k, k)

con m, n, p numeri reali e i, j, k terna unitaria-ortogonale
delle direzioni unite di a. Ovvero, tenendo conto della iden-
tita [3]

{121 a=m—+ (n —m)H(4, j) + (p — m)H(k, k)

che esprime la dilatazione a come somma di un NUMEro con
due diadi.

Dim. Dalla [2] del n. 2 e dalla 1* forma [1] si ba immedia-
mente la [12] (o viceversa) e indi la [127].

8. Classiﬁcazibne delle omografie degeneri mediante le
diadi.
1.° Se ¥ omografic a & ridotta alla Jorma
[1] o= H(w, a) + H(v, b) + H(w, ¢)

come somma di tre diadi, allora

@ & propria solamente quando w\vXw==0 ¢ aNbX ¢c=0,
« ¢ degenere > UAVX w==0 ovvero « \bX ¢ = 0.

Dim. La [9] del n. 7 aa, appanto, Iix==0 ovvero I,z =
solamente quando sono soddisfatte le condizioni indicate.
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2.° I’ omografia, non nulla, « é degenere di 1* specie,
solamente quando & riduttibile alla somma di due diadi, ma
non ad una sola diade; cioé si ha

[3] a==H(u,a)+ H(,b), con upAv=0 e a\b=F0;
variando x nella classe totale dei vettori, i vettor:

" aac sono complanari con a e b, cioé normali ad ¢ A\ b,
[ Kax » > > wev, » > > WAV

inoltre, le direzioni nulle di « e¢ Ka sono rispettivamente,
quelle dei vettori w/\v, a Ab ¢ soltanto queste.

Dim. Diamo, il che & possibile, ad « la forma [1]. Siccome,
per ipotesi o & degenere sard, ad es., per la [2}, v \v X w=0.
Se w/A\v30, allora w si pud esprimere linearmente mediante
u, v; cid fatto e sostituito a ew, nella [1}, il valore che si @
trovato, dalle [4] del n. 1 si ha appunto la forma [3]. Analoga-
mente se a Ab ><.c=0. — Le due condizioni uA\v3=0, b A\c40
sono necessarie poich® altrimenti o sarebbe riduttibile ad una
sola diade e sarebbe degenere di 2* specie.

Osservando che dalla [3] si ha:

s =uX a4+ vXxb, (ax)XaN\b=0,
Kax=a X x-u+ b X x-v, (Kax)>}<uA\v=0
restano dimostrate le [4].
Dalla [3] si ha a(u/\v)=0, Ex(@aA\b)=0; di piu da, ad es.,
aw =0 segue a Ab=0; quindi resta dimostrata anche I’ ultima
parte del teorema.

3.0 L’ omografie, non nulla, o é degenere di 2° specie,
solamente quando & riduttibile ad una diade non nulla; ciod
8t ha '

[5] a=H(u,a), con wu=+0 e az0;
variando x nella classe totale dei vettori, i vettori

aa sono paralleli ad a,
[6] ' Kox » » > u;



M [Cap. 1, § 2, n. §]

inoltre le direzioni nulle di « ¢ Ka sono, rispettivamente,
quelle dei vettori u, a, e soltanto queste,

Dim. Risulta immediatamente dalla definizione di omografia
degenere di 2°* specie e dal fatto che, ad es., ar =wu XX xa =0
nel solo easo w X< x =0, ovvero a = 0; ecc.

EsERcIzZI,

Siano m, .. numeri reali o Uy oury €, ... Vebtori.

Cm=2m, Clu)\)=— u), CH(u, v)=wu X< v — H(u, v).

C (mc', nJ, pk) . ((n + p)é, (p +m3, (m + n)k)
i ’ j b k ¢ * j b K )

(1)

1 1
(2) | m + H(w, v) l_lzﬁzl—mH(“’ 'v)s, per m==0

e uXv — m,

1 m' — muA\+H
(3) (m+u/\)—1=ﬁ. 7:2/_\*_ v (u u)’ per m == 0.

(4) m + H(u, w) & dilatazione le cui direzioni unite sono tutte
quelle parallele e normali ad w.
(8) Se wA\v X w0, allora o = (qu/)w, nwé\u, 1":0/\0) ¢ dila-
y )
tazione e le rette Ouw,.. sono coniugate ai piani Ovew, per la
quadrica descritta da P per il quale (P — 0) X a(P— 0) = cost.

(6) Se «, 3 sono omografie, date, vogliamo risolvere, rispetto
alla omografia incognita £ la equazione € = a. Per § invertibile
si ha §=§"«; per B non invertibile si hanno i casi seguenti:

(@) a\E=a, deve essere Kaa=0 e allora §=—aAx+H(u, a)
con # arbitrario;

() H(a,b)E=a e a*=1, deve essere «=H{(e, b) e allora
£ =H(c, a) + H(w, ) + H(v, j ) eon u, v arbitrari e a, 4, j
terna unitaria.-ortogona,le-positiva; _

(0) | H(a, ¢) + H(b, a) | E=u2, deve essere « somma di due diadi,
che & riduttibile ad o = H(a, ¢) + H(¥', d) e allora

§=H(a), a) + H(', b) + H(w, a \b)

con = vettore arbitrario [efr. A. PENsA, Sulla risoluzione
ai equazioni.. (« Ace. Torino », vol. 49, 1913-14)].
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(7) Se a, B sono dilatazioni allora si ha V{«3) =0 solamente
quando « e § hanno a comune le direzioni unite.

(8) L’omografia D3.Dx & una dilatazione nel solo caso che
Dz« e D3 siano commutabili nel prodotto.

(9) Se a Aa=0 allora si ha « =H(b, @) con b vettore arbi-

trario.
(10) Se a=("‘.i’ ", Pk
t, j, k ]
@, b sono vettori non nulli normali a % allora, affinch® la suc-
cessione «a, ab, k abbia verso opposto alla successione «, b, %
® necessario e sufficiente che sia mn <0. — 8i noti, ad es., che
per p=0 e J,a =0 le due successioni hanno verso opposto.

) & dilatazione (¢, .. direzioni unite) e

§ 3. Operatore R.

1. Definizione dell’operatore R e sue proprieta fonda-
mentali.

Se a & una omografia, allora esiste una omografia 3, ed
una sola, fungione di o soltanto e tale che

(@) Blae \y) == (o) \ vy
qualunque siano i vettori x, Y.

: Dim. Il vettore (xx) \ay & una funzione alternata della coppia
- (e, y) di vettori e quindi [efr. Intr. II, n. 7, 2°] esiste 1’ope-
ratore lineare § tra vettori e vettori (ciod una omografin) ed
uno solo, che soddisfa alla (a); e. d. d.

Essendo o una omografia, con la notazione
Re,

indichiamo 1’unica omografia 3 sodisfacente alla («).
Con tale notazione la (a) assume la forma generale e
fondamentale

(1] Ro(x A\y) = (ex) Aoy

~ che vale qualunque siano i vettori a, w.
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Si tenga ben presente che:

Ra é una omografia, funzione di «, univocamente determinata ;

R & operatore tra omografie ¢ omografie.

L’ operatore R & di grande importanza nell’algoritmo
delle omografie. Ne esponiamo ora le proprietd fondamen-
tali che restano espresse dalle proposizioni seguenti nelle
quali « & una omografia e m & numero reale relativo.

{2] R(ma) = m*Re.

I’R di ma vale il prodotto di Ra per m®. Ciod: R non
& commutativo col prodotto per un numero. — E ancora: ¥ ope-
ratore B non ¢ lineare.

Dim. Dalla [1] si ha:

R(ma)(e \y) = (max) \may = m?-(ax) \ay = mRa(x \y);
che per V’arbitrarietd di x/\y dimostra la [2].

(3] Ka-Ra =12, Ra-Ka=1I,x

I due prodotti delle omografie Ka, Ra sono identici e
valgono entrambi il numero 1.

Dim. 8i ha, per proprietd ben note :

wiBx(eA\y) | X 2= Ra(@\y) X az = (ax) \(ay) X< az =
=Tz 2 \y X z;

ma x, y, # sono vettori arbitrari e quindi Ko-Rx = Iaoc, cioe
vale la 1% delle [3].

Se « & invertibile (ciod & propria) allora operando a sinistra
della 1% delle [3] con Kx—!= (K«)~! si ha Rx=Lx-Kua'; ope-
rando in questa, a destra, con K« si ha R+ Ko =TIz Dunque
la 22 delle [3], ciod Ra-Ka —I,z=0, vale per « invertibile
(Lix3=0); ma Rx-Kx— Iz & funzione continua di « e quindi
per il principio di continuitd [efr. § 1, n. 5] la 2* [3] vale anche
per I,x=0, ciod per o degenere.

Come avremo spesso occasione di vedere, la [1] basta
per calcolare la Ra, facendo uso dei vettori arbitrari x, y.
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Ma si pud dare anche di Ra la forma seguente che offre
un altro metodo per calcolare Roa:

[4] Ro =T,z — I, - Ko + Ko,

Dim. Dalla identita del 3° ordine [cfr. § 1, n. 6, [1]] scritta
per Kz, tenuto conto che Ka ed « hanno a comune gli inva-
rianti omonimi [efr. § 1, n. 7, [8]] e per la [3] si ha subito;

Ka:Rax =T Kz -- T2 K2? + Kel.

Se 2, insieme a Kx, & invertibile [efr. § 1, n. 7, [2]], allora,
operando, a sinistra, con Kx~! si ha subito la [4]. — Se « non
¢ invertibile cioé I« — 0, allora a causa del ben noto prineipio
di continuita [cfr. § 1, n. 5] vale ancora la [4].

Oppure nel modo seguente, indipendente dal teor. ora citato
[§ 1, n. 5]. 8i scriva la 1* delle [1] del § 1, n. 4, per le due sue-

cessioni u, v, qw e u, v, w; sottraendo membro a membro si ha:

A\ X [T — Lioeo + a® | w = (o) )\ (aw) X w0,
e per il teorema di commutazione e la [1]:
[(Te — Lo Ko + Ka?) - (w A\v)] X w = Ri(u/\v) Xy
ma tanto w quanto w/\v sono vettori arbitrari e quindi vale

1a [4].

Nel caso che « sia propria, cioé I,z ==0, allora la R«
e la Ra~' si possono ottenere in funzione di Ka—! e Kz
con le formule

~ [5] Ra = ILa.-Ka™!, Ra—! = Ka/I,«,

come pure Ko™ e a~*' si possono esprimere mediante R
con le formule

(6] Ko—* = Ra/I,, ¢~ =RKa/I,a.

Dim. La 1* delle [5] si ottiene dalla 1* [3] operando nei due
membri (a sinistra nel 1°) con Ko—!; la 2° si ottiene dalla 1*
cambiando « in a~! e ricordando che Lo" = (Ix)*. — La 1°
delle [6] si ottiene subito dalla 1 delle [5]; la 2* cambiando
in quella ottenuta « in Ku.

Burali-Faweti o Mamanlae -
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Le formule [3], (6] sono praticamente assai utili. In par-
ticolare: le [B] eliminano Puso delloperatore R per le
omografie invertibili; con le [6], moltiplicando per L,
supposta « propria,

I~ =RKa, I,0-Ka—t=Re
si elimina 'uso di «~* e si pud passare al limite in quei
punti del campo di variazione di « (o del suo campo deri-
vato) nei quali « diviene degenere.

Per 1'operatore R applicato al prodotto af della omo-
grafia B per U’ omografia « si ha:

7] R(«B) = Re- RB.

I operatore R @ distributivo rispetto al prodotto ¢ senza
cambiamento di ordine [cfr. per K, § 1 n. 7, [6]]

Dim. Si ha, applicando la 1]
R(aB)(w/\y) = (o) A leby) = Ra((B) \Bw) = Ra-Ri(@/\v)
che per l‘arbitrarieta di @Ay dimostra la [7}.

Per R applicato alle poténze dell’ omografia « e per le
potenze di Rx si hanno le formule notevoli:

7 — (Ro)" . o omografia qual

R“_ (B )_ con n intero assoluto e grafie au m.lque
Ra—" = (Ra)™" o > propria

e in particotare, per n = — 1 e « invertibile

(8] Ra—t = (Ra)™*.

Dim. La 1* delle [8] si verlfica subito per n=0 e n=1;
per n= 2 si ottiene, per induzione, dalla [7].
Dalle [5] si ha subito la (8]

Rt = (Ra)~' = K /Iy

e quindi la 2* delle [8] & vera per n=1. Ricordando che
o—" = ()" e applicando la 1* delle [8] si ottiene subito la
seconda.
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2. Operatore R applicato alle omografie sempllcl e alla
somma di-tre diadi.

Siano: wu, v, w, a, b, ¢ vettori qualunque, i, j, K terna
unitaria-ortogonale-positiva m, n, p numeri reali relativi.

Per DP’operatore R applicato alle omografie semplici
fefr. § 2] diadi, assiali, omotetie, dilatazioni si hanno le
notevoli formule seguenti:

] RH(u, v)=0.
Dim. Dalla [1] del n. 1 si ba:
RH(w, v)xAy) = | H(u, v)x} A{ H(u, viy | =u < x u <Xy v \v=>0
che per Parbitrarietd di /Ay dimostra la [1].
(2] R(ee A\) = Hiae, ).
Dim. R(uA)@\y) = (w/\®) \(8/\y) =1 X w )\ y-w=
= H(u, u)xA\y)
che per essere x/\y vettore arbitrario dimostra la {2].
[3] Rm=m® [con notazione completa R(m®O)=m*Ol].
Dim. BRm{xAy)= (mx) \my=m*xAy, c. d. d.
mi, nj, pk npi, pmj, mnk
4 (=)

L’ operatore R applicato ad una dilatazione «, produce
ancora una dilatazione che ha a comune con o le direziont
unite.

Dim. Detta o la dilatazione del 1° membro cui si applica
la R, si ha: ’
R = Ruj A\ k) = (J) \nke = (nj) \pk = np+j \ k = npi,
e analogamente per Rzj, Rak; c. d. d.

E notevole il easo dell’ operatore R applicato alla somma
dé tre diadi. Si ha:
[5] R { H(u, @) + H(v, b) + H(w, ¢) } =

=H(rAw, bAc)+HwAu,cha)+HupAv,a \D)
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dalla quale risulta la [1] come caso particolare (b = ¢ = 0),
e risulta pure cid che siottiene applicando R alla somma
di due diadi (¢=0).

Dim. Detta « 1’omografia somma delle tre diadi del 1°
membro si ha:
R \y) = (20) A2y =

::(uxw-u+v><w-b+w><w-c)/\(u>< Ya+vXy b+wxy-e)=

. vXx wXX
TloXy wXy

=AW X(@AY)DAC+ v+ =
= | HAw, DAC) + v+ (xAY); e do d.

CDANCH =

3. Prodotti degli operatori R, I, K, D, V.
Sia « una omografia qualunque.

[1] RRa =I,x-«.

I’ operatore R applicato due volte ad « produce la stessa «
moltiplicata per il suo invariante terzo.

Dim. Per la [3] del n. 1 e la [2] del n. 3 si ha:
KR« -BRz =T, Rx=Ix-L,% = I;z: KR+ 25

se o non & degenere operando nei due membri estremi con
(KRx)~* si ha la [1]; se « & degenere vale ancora la {1] per il
principio di continwita [ofr. § 1, n. 5, 2°).

Oppure: essendo x, y, w, v vettori arbitrari si ha:

RRx (@ \NYINuwA\v) = R A\y)} Al Ralu Av) | =] (zac) \oyt A H{ow) N\ov!i=

= < o \ v oy — oy < au \av-rr=a-Lpl e Xu \v-y —yu\v-xi=

=12 (@AW A@wAV), . d. d. [¢ pitt semplice la 1 dimostrazione].

12] I,Re=I,a, LRe=1a -1 I,Ra= (1)
Dim. Applicando (Rx)? ai due membri della [4] del n. 1 si ha:
(Rat)® — Tyxe (Rx)? + T oo (Rar)* Ko — (R ) Ka)? = 0.
che per le [3] del n. 1 da subito:

Ra)® — Lo (R7)? + Lo KW x)2=0;:
(Ra) — e (R o+ Lo OB 2 =0
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confrontando con la identitd del 3° ordine scritta per Rx ri-
sultano le {2].

{3] RK« = KRo.

Gli operatori R, K sono commutabili rispetto al prodotto
Junzgionale.

Dim. Se nella [4] del n. 1 si pone K=z al posto di « si ha:
REx =T,o — Toez 2%

se nella stessa [4] del n. 1 si opera con K nei due membri
si ha:
KRz = [,z — Lot-0 + &*;

che confrontata con la precedente dimostra la [3].
[4] RDa = DRa + H(Vea, Va.

In particolare: Poperatore R applicato ad una dilatazione
(Va =0 e Da=ua) produce una dilatasione [cfr. n. 2, [4]].

Dim. Se nella [1] del n. 1 poniamo z=tj al posto di o, si
ha, con calcolo ovvio [E. C. V.]:
Riz 4 3) + R(a — §)=2(Ra + R3);
ponendo, in questa, 8 == K, ricordando [efr. § 2, n. 5] che
o+ Ke=2Dx% o— Ka=2(Vx)A

si ha:
R2Dx) + R} 2(Va) A | = 4Ra;

per la [2] del n. 2 e la [2] del n. 1 si ha subito la [4].
{5] VRBa —=aVa.

Il wvettore di Ra & il vettore che si ottiene applicando o
al vettore di «. — Cid conferma la proprieta indicata in [4]
per 'R di una dilatazione.

Dim. Applicando V ai due membri della [4] del n.1siba:

(@) VR =L - Va — Va2
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. Ora si ha [§ 1, n. 9, [1]; n. 7, [9]]
9Va X x N\y=y X a’x — x X aly = (Kay) < ax -~ (Kay) X o =
= (ay — 2VaA\y) X ax — (2 — 2Va \x) X oy =
=2Vax< |x\oy —yNox] =2Va X (Tix-x Ay — Ka(@Ay) i =
= 9V X (I;x — Kaj(x Ay) = 2(La — a)Voa X Ay,
che per I’arbitravietd di x/\y, da:
(b) Vo= (I,z —2)Va, [efr. § 4, n. 5, [4]).
Sostitnendo nella (a) a Va2 il valore dato dalla( b) si ha
1a [5].
Oppure con la solita terna ¢, j, &, ... 8i ha:
2VRr=¢ ARa(JAK) +.=EAL (@D N\2Fot 4 o=} (E X akeraf —EX ajoak) + ol =
=a|(k X aj— J X ak)t + =i 2Va X jAKk i+ =22 Va X ii 4w f=
= 22Va, c. d.d.

6] Va'l=— Ta VRoc:—-I—];-ocVoc, petr « propria.
3 3

Dim. Operando con V nella 1* delle [5] del n. 1, si ha:
VRx = — Iz Va!

dalla quale risulta subito la prima forma [6] la seconda otte-
nendosi dalla prima e dalla [5].

4. Classificazione delle omografie degeneri mediante I’ ope-
ratore R.

L’ omografia Ra pud, in molti casi, essere utilmente
adoperata per riconoscere se a & propria, ovvero degenere
e di quale specie, come risulta dai teoremi seguenti.

1° Affinché P omografia « sic degenere ¢ necessario e suf-
ficiente che Ra sia una diade.

Dim. Se Rax & una diade, allora dall’ essere [efr. n. 3, {2]]
I,Rx = (I,)?, risalta [efr. § 1, n. 5] L, =10 ¢ quindi « & degenere.
Se o ¢ degenere & pure degenere Kz [efr. § 1, n. 7, [2]];
esiste dunque w3=0 tale che Kaw=—0 [§ 1, n. 2], e per x, ¥
vettori arbitrari si ha & < Kxu=0, y X Kz =0, ¢iod¢ u < cx=0,
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w>< ay=0. Ne segue che (zwx)/\ay = Ra(x A\y) @ parallelo ad u,
ciod, per 'arbitrarietd di @Ay, la Ra applicata ad un qual-
siasi vettore produce un vettore parailelo ad u e quindi [efr. § 2,
n. 1], Rx & una diade. ,

Tl teorema si pud anche dimostrare cosl. Si @ visto [efr.§ 2,
n. 7, 3°, 4°] che « & degenere solamente quando 2 & somma di
due diadi, riduttibile o no ad una sola diade; ma in tal
oaso R © una diade [efr. m. 2, [6]] e quindi il teorema &
dimostrato. :

2° L’ omografic «, non nulle, é degenere di 1* specie
solamente quando Ro & una diade mon nulla, vale a dire
solamente quando si ha:

{1] Re=H(p, q) con p3= 0, q =0 e quindi ¢ = (Rap)/p°.

Data ad Rax, ¢ per « degenere di 1% specie, la forma [1]
risulta che:
le direzioni dei vettori p, q sono le sole direzioni nulle
di « ¢ Ka rispettivamente; ovvero, il che equivale:
i vettori ag, Kaw, qualunque sia il vettore o, sono,
rispettivamente, normali ¢ ¢ (cioé ad Rap) e a p.
Se « & degenere di 1% specie essa deve esser della forma
gia note [cfr. § 2, n. 8, 2°]. '

[2] o=H(u, @)+ H(e, b) con wAv +0eaNdEO
¢ quindi la relazione tra i vetlori u, v, a, bep,qédata da

[3]) w Av=mp, a \b==q/m, con m numero reale non nullo.

Dim. Afinchd o sia degenere di 1° specie & necessario e suf-
ficiente [cfr.§ 1, n. 2] che per y, 2z vettori arbitrari, siano soddi-
sfatte le dne condizioni seguenti:

a) (ay) \xz = Rz (y\2) 50, che per V arbitrarietd di y/\z
da appunto Rxz==0;

' b) ay, oz siano normali ad uno stesso vettore non nullo g,
ciod (ay)/\az =Rx(y/\2) sia parallelo a g, il che, per I’ arbi-
trarietd di y Az prova che [efr. § 2, n, 1] Rx & una diade.

Resta cosi dimostrata la parte |1] del teorema.
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Dalla nota forma {2] di « segue subito [efr. n. 2, [5]]
Rx—= H(u/\v, a/\b)

e quindi {efr. § 2, n. 1 [3|] si hanno le tre [3].

Dalle [2], [3] risultano subito, per cose gia note [efr. § 1,
n. 7, [2]], le altre due parti del teorema.

3°. I’ omografia, non nulla, « ¢ degenere di 2" specie,
solamente quando Ra = 0.

Se a, non nulla, é degenere di 2% specie ed ¢ ¢ uno dei
due vettori (i* = 1) paralleli a tutti i vettori non nulli aor,
allora si ha identicamente .

[4] o = H(Kai, i), Ka = H(i, Kzi);

le direzioni nulle di o ¢ Ka sono tutte e sole quelle normali
¢ Kai ¢ ad i, rispettivamente; ¢ vettori asx, Koox sono tulti
paralleli, rispettivamente, ad i ¢ Kai.

Dim. B noto [efr. § 1. n. 2] che « & degenere di 2* specie
 solamente quando (ay)Aaz = R«(yA#) — 0, che per P’arbitra-
rieta del vettore y/\#z dimostra appunto che deve essere Rx = 0.
Se la «, non nulla, & degenere della seconda specie, deve
esigtere un vettore unitario ¢ tale che ax & parallelo ad ¢ e
quindi si deve avere [efr. § 2, n. 1] a =H (u, ¢); ma allora

X oax=uxx da cui Kt X x=u X x

che per l’arbitrarieta del vettore x da w — Kui. Valgono dun-
que le [4], ecc.

9. Ricerca delle direzioni unite di una omografia.
Bssendo « una omografia, c¢i proponiamo di trovare le
direzioni unite (o doppie) di «.
Si determini una radice reale t,, sempre esistente, della
equazione
1] I(e — 1) =0,
ovvero, il che equivale, della equazione,

1 t* —La-t*+ La-t —La=0.
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L’ omografia « —¢, &, per la [1'] degenere e quindi esiste
almeno un vettore non nullo % tale che

[2] (2 — ) =0, ciod tale che ax = ta

e quindi la direzione di « & unita per a.

Dunque la ricerca delle diresioni unite di « relative alla
radice ¢, della [1], dipende dalla ricerca delle direzioni nulle
della omografia « —¢,, poiché queste direzioni nulle sono
unite per «, e queste soltanto, Tale ricerca dipende dai due
teoremi seguenti.

1°. 8¢ R(a — 1,) =0, e quindi anche RK(x — t,)==0, allora,
qualunque sia il vettore w non nullo ¢ tale che RK(x —t ) =0,
la direzione di RK(a — t,)u sara I’ unica direzione unita di
relativa alla radice t,.

Dim. E noto [efr. n. 1, [3]] che
(@ ~t) RK (o — t,) = Ij{z — t,) =0
e quindi posto @ = RK(a —¢,)u, si ha, qualunque sia w,
(% —t)x =0, ciod aw = tx.
Inoltre per w,v vettori si ha [efr n. 3 [1]]
{ RK{a — tju | ARK(x — ty)o = L (@ — ty)+ (@ — t)(u A\v) =0

e 'quindi « non cambia di direzione col cambiare di w.

2°. 8¢ R(2 —t,) =0, ¢ quindi anche RK (« —1t,) =0, allora, «
- ammette, rispetto alla radice t, infinite diresioni unite che sono

quelle normali al vettore, purché non nullo, K(x —1,)- (2 — t,)u,
- con w wveltore arbitrario.

Dim. Nell’ipotesi fatta,« — ¢, & una diade [cfr. n. 4]. quindi
tutti i vettori (x —t))u, con w arbitrario, sono paralleli tra
_loro; ece.
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EsERCIZ1

R(a + m) = Rx + mCKa + Rx

- R(2 + 3) = Ra + R3 — K(«+C3 + 8+ Czx) + I 21,3 — I(«f)

. 2Rx = (CK2x)? — CK»*

. RCx = L,a-Ka + Rx = I,z 4- Kqa?

. CRz=ILa — Rz =I,2.Kx — Ka* = CKux-Kx«

. I,CRx =21, I,ROx=1,Cx

. CROz = (I,2)? — Ka?, RCRx = I,x-RKzx + ) PR

. RCDo = (Dx)? -+ [,D=

» (P—0) < a(P—0)=0 & 1 equazione, in P, di un cono
quadrico che si spezza in due piani per I,Dx =0, piani
distinti o coincidenti secondo che si ha RDx +0,
ovvero RDx—=0.

10. Se Ix = La==0, allorn Rz = H(u, v) con wxv =
11. Se I,Dz=I,Dx=0 allora RDx=0 '
12. (Rza)\ = ara A\ Ka

13

14
15
16

17
18
19
20
21
22
23
24
25

- Bz BY@eA\y) = (a) A\By + () Aaw;
per «, y vettori arbitrari; definizione di R'(«, B) che ri-
sulta [cfr. Intr. I, n. 7, 3°] essere omografia funzione
di o« e 3 soltanto.
- B'(a,8) =R'(3, %), R'(t, ) ==2Ra, R'(m, B)=R'(a, m3) = mR'(a, 3)
« R(a, m) =mCKa, R'(m,n)=2mn
- R(e,B) =Rz + 3) — Ra — R3 =
=L+ 3) —La—I,3 — K(a:03 + 3:0a) =
= OKB+CKa — CK(3x)
» Rla+8,v) =Rav) + R(3, 7)
LR (6, ) = Ly(a + B) — Lu — L =La 1,3 — I(aB)
- KR'(e, 3) = R'(Ka, K3)
. VR'(e, 8) = 8V + Vg
- OR'(2y ) = K(2-C3 + 3:Cx) = K(Ca-§ + C3-a)
- R'{ey v \) = 2H(Va, v) + (Kxv) A, R/, vA)=2DH(u, v)
 Rle, H(w, v)) = — v A\ saew N\
- R'{H(a, b), H(u, v)| = H(a A\ u, bAv)
+ BlaByay) = Ra-R'(3, 1), Rl(ay, By) = R'(», 8)- Ry

26. I’ equazione rispetto alla omografia £, essendo « omografia

nota

Ri=«
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ammette soluzioni soltanto nei due easi seguenti:

1° I, >0 ¢ allora £ = &= Ra/VI,a;
2° 1,2 =0, Rx =0, ciod « & della forma H(w, v} e si ha

£ = H(w), v,) + H(uy, v,) con uyA\uy=u e v, \v, = 7.

27. R'(@~, 5~ = Rz~ R(e, §)- R3~!

28. R'(«, Bju=2V(z-u A -K§)

29. R'(u Ny v \B) = o} Kp(u/A\v) I\ + H(v, u) R'(, g =
= —f+| Ka(u/\v) | \ + H(u, v)-R'(a, 3) =

= ; 2 1 K3uAv) A — 31 Ke(uAv)I A + 2DH(u, v)-R'(a, 5)]

30. Ty(a3)-R'(a?, 37" =Kx-R'@a, 3)-K§ [efr. (18)]
31 La-R'(%, B} = C(Rx-KB)-Rx = Rz O3(K-Ra
" 1I3-R'(% B) = C(R3-Kx).R§ = R3- O(K=-Rp)
32. LR (B, RB) = Il(Rﬁ-ORa) =Lz LB — L (aB)
33. LR(o, B) =1,2-I,{Kx-R3) +1,(3- RKor -3
34. LR, B) =1, K/ ‘Rf)- L, (K3 Rz )— I;{afB)
35. RR'(«, ) = RC(K{- Rxz) = RORx- KB RC(K2-Rf) ==
- =RO(R3-Ka) =Rz + B) + R*x + R*} —
— R’ R(2 + B), Re + RB | + R'(R«, RY)
36. I,(Ra, K3) = R'(«, 8): Kz + Rz- K3 = Kx-R'(«, 3) + Kf+Rx«
37. 1| Kx-R'(2, 8) | =21 ,(Rx-Kf)
a8 3131-RR'(1, 8) = RC(Rx-K)+-2 =2+ RC(Kj3-Rx)
“ 1L,3-RR/(«, B) = RO(RB3:Kx)-3 = 3. RO K«-Rj)
39. R’ (Rx, R3) = 3. KR(«, 8)x = 2. KR'(%, §)-B =
-= O(x-RK3)-a2 = C(3-RKa)-3 ()

() Per le formule di questi esercizi ¢ per quelli del § 4 cfr. i
seguenti lavori di A, Pensa. )

Sulla risoluzione di equazioni veltoriali ed omografiche. (Atti Ace.,
Torine, vol. 49, 1914);

Su alcune omografie speciali e sugli operatori omografici C. R.
(Idem., vol. LIII, 1917:

Sull operatore omografico R’ (1dem).
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§ 4. Prodotti e potenze di omografie.

In tutto questo §, e senza bisogno di ripeterlo ogni
volta, indichiamo con «, B, ... delle omografie, con m, n,...
dei numeri reali relativi, con «, b, ..., u, v, ... dei vettori.

1. Prodotti nei quali almeno un fattore & una diade.
Per i due prodotti delle omografie «, H(w, v) si ha

{1 a-H(w, v) = H(u, av)
[2] Hw, v)-0 = H(Kauw, v)

e risulta che: se én un prodotto funzionale di omografie, uno
almeno dei fattori ¢ una diade il prodotto é pure una diade.
Dim. Per « vettore arbitrario si ha:
w-Hiw, v)e =o(u X xv) = u X x-0v = H(u,av)x;
H(w, vioe = u X ax+v = 2 X Kow-v = HEKau, vic; c. d. d.
Per il prodotto di due diadi si ha:
[3] H(uw, v)-H(a, b) = 1> b-H(a, v)

e quindi i due prodotti delle diadi H(ew, v), H(«, b) sono,
in generale, distinti.

Dim. Dalla [2] per « = H{a, ) si ha;

H(w,v)-Hia, b)) =H| Hb, ), v | =H | b < u.a,v! =ux b-H(a,v).
Oppure con caleolo diretto:

H(u, v)«H{a,b)x = a>a - H(u, v)b = uxb-axxv=u < b Hla,v)x.
In particolare per le potenze di H(w, v) si ha:

f

{H(we, 0) ' = w > v-H(u, v)
4] {{Hw, v)}" = (XX v)" - H(w, v), per n intero positivo
{ non nullo,

cioe: la potenza di une diade & un multiplo della stessa diade.
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Dim. La 1* delle [4] si ottiene subito dalla [3] per a =«
e b = v. La 2* ammessa vera per » < 1 risulta, per la 12, vera per
n 415 e perchd & vera per n=1 [identitd H(u, v) = H(wu, v)]
essa, per indazione, & vera per » intero positivo non nullo.

Ahbiamo gia osservato [efr. |1] e [2]] che se nel pro-
dotto aBy... uno dei fattori, almeno, & una diade, il prodotto
stesso & una diade. Trovata la diade identica ad afy..., di
tale prodotto risultano facilmente determinati gli enti che
si otcengono applicando ad esso gli operatori I, K, D, V
(efr. § 2, n. 1).

2. Prodotti nei quali almeno un fattore ¢ una assiale.

Nelle applicazioni fisico-geometriche-meccaniche delle
omografie, si ha spesso da considerare il prodotto di una
omografia o per una assiale wA. Tale prodotto puo essere
~indicato brevemente, e senza pericolo di equivoei, con la
notazione

[0] wAx

al posto di (1 A)x, ovvero di wA -a.
Invece il prodotto di A per a va indicato con la nota-
zione completa

[01 a(w/\), ovvero, a-u A

poiché scrivendo semplicemente aw A si potrebbe leggere
(x2) A\ che ha un significato ben diverso da quello indi-
cato da [0).

Applicando gli operatori I, K, V, R alla omografia w A\ «,
prodotti di « per I’assiale A si hanno le formule seguenti
che sono assai importanti.

[1] I(wAa) = — 20X Va, L(wAx)=u> Rou, LuAa)=
2] K(uepa) = — Ka e\

[B] 2V(e A\ o) = (I, — a)ut

(4] R(uA\2) = H(w, )R = H(KRaw, w).

Dim. [4]. Si ha [efr. § 3y n 1, [7]; § 4, n. 1, [2]]
R(u\a) = R(uw ) R = Hu, u)» Ry = H(KRaxw, w); c. d. d.
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Oppure si pud operare cosi:

R{u )@ A\y) = (u\ox) \(w\oy) == w X (2) A2y u =
=u X Ra(x \y) - w = x \y X KRxu+u = H(KRxu,u)x/\y).

Dim. [1]. Per le note espressioni di I, e V mediante la
terna unitaria ortogonale ¢, j, & si ha [efr. § 1;n. 4, [2]; n. 9, [7]]

LwAa)=i XA\ 2+ etiee = — U X EAGE+ e+ 00s) = — 20 X Vu

che dimostra 1a’1* delle {1].
La 2° forma [4], gia dimostrata, da [cfr. § 3, n. 3, [2]]

LiwAa) = I, RluAa) =T HERxu, u) = w < KRaw = u < Rau

che dimostra la 2* delle [1].

La 8" delle [1] risulta subito osservando che wAa & omo-
grafia degenere perche trasforma ogni vettore in un vettore
normale ad w; oppure

LwAa) = LuA) Tg=0.T,a =0.

Dim. [2]. KuA)e=Ka-KuA)=Ka( —uA)=— KauA.
Dim. [3]. 2V(uAx) X e Ay =y X u/\ax — o X w oy =
=aA\ay —u X (yA\ax)=u X Lo \y — Ka(x\y)|=
= T4 —ouw) X xA\y=(Lia—dju <X xAy
[efr. § 1, n. 9, [1); § 1, n. 7, [9]].

Si osservi che la [2] prova che I’operatore K cambia
la forma [0] nella [0'], e anche viceversa poiche K* & 1’iden-
tita, quindi bastano le [1]-[4] tanto per la forma [0] come
per la [0}

In particolare per i prodotti di una diede per una assiale
si ha subito dalle [1], [2] del n. 1

[3] u AH(a, b)=H(a, wA\b), H(a,b)- v\ = — H(ue A\ «, D).
Per il prodotto di due assiali si ha:
6] vAru\ =H(y,u) —vXXn.

Dim. (v Arup\)x =vA(uAx)=v X Tu—vX U=
={H(v,u)— v X ulx; c. d. d.
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Mediante le [5], [6] si esprime con numeréi (omotetie) e
diadi i1 prodotto di 3, 4,... assiali; ma & inutile secrivere
tali formule.

Per le potenze di una assiale si ha:

(w N\)* = H(u, u) — 0?
(NP =—u*-uA\
[7] C(wA) =—u-(u\Y

(W A) = — - (i \ )" per n intero non minore di 3.

Dim. La 1* delle [7] & conseguenza immediata della [6].
Operando nella 1* con w/\, a sinistra o a destra, si ha, per
le [3] la 2°; e cosi di seguito.

3. Prodotti con fattori che sone omotetie o dilatazioni.

Vi & appena bisogno di osservare che:

Il prodotto di 2, 3,... omotelie vetloriali (numeri) é pure
una omotelia (numero) e tale prodotto, oltre che associativo
& enche commutativo.

In un prodotio contenente 1, 2, 3,.. fattori che sono
omotetie, questi fattori possono esser riuniti, indipendente-
mente dall’ ordine, in un solo fattore omotetia; cioé

amf ... ny = (m)af ..y =af .. y(mn) = ecc.

In particolare mo = am.

Il prodotto di una diade, o assiale, o dilatazione, per
~ una omotetia (numero) (0 viceversa) é pure una diade, assiale,
dilatazione [cfr. § 2; n. 1, [4]; n. [2]; n. 4, [1]}, ¢ se I & @)~
numero che individua I’ omotetia h©O si ha precisamente

hH (2, v) = H(huw, v) = H(u, hv), . (u\) = (ha) A\,

h(mi, ng, plc)___(hmi, hnyj, hpk)
i g, KT\ 4 4§ k)

vale a dire I assiale non cambia di asse e la dilatazione
non cambia le direzioni unite.

Per i prodotti di dilatazioni si hanno le proprieta
seguenti.
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Un prodotto di due (o pitt) dilatazioni pud mon essere
una dilatazione.

Dim. Se «, 3 sono dilatazioni & noto [efr. § 2, n. 4] che deve
essere Kau=—a, K3 = 3; allora, siccome K (fx) = Ka « K3 =af,
affinché Bz sia una dilatazione deve essere K(32) = 3a, cloé
fe=a3 il che pud non essere. Ad es., se u, v sono vettori non
paralleli, w Av==0, ¢ non ortogonali, u < v3=0 allora Hw, u),
H(v, v) sono dilatazioni, ma [cfr. n. 1, [3]]

Hv, v) - H{w, u) = w < v-H{1, v)
non & dilatazione poiché KH(w,v)= H(v, 1) == H(w,v).
Se due (0 piv) dilatazioni hanio a comune le direzioni
unite, allora ¢ loro prodotti, in ordine qualunque, sono tutti

uguali fra loro, e sono dilatazioni «venti le stesse dirvezioni
unite dei fattori. Precisamente se '

. (mz’, nf, pk) B = (n , W, pl")
i 4, k) "7 gy kP

si ha:

mm'd, nn'j, pp'l.')
0= up == . .
P p= ( i g, k

Dim. Da oi==mi, 3¢ =m'¢ si trova subito
Pot = m3i = mm'é, o3 =m'ui=m'mi, ecc.; e. d. d,

Qualsiasi potenza di una dilatazione & pure una dilata-
zione che ha a comune con la data le direzioni unite. Pre-
cisamente: se

_(mi, ng, pla)
N\ 4, K

¢ h & un intero, anche negativo per « invertibile, allora

hg h h
“h:<m i, nj, p k)
¢, .77 k
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Dim. Per % .positivo risulta subito dal teorema precedente.
Per h negativo, e a invertibile, basta osservare che da ai=mi
segue subito ¢==a~'(mé) =ma—%, ciod a—1i=m — %; ecc.

Nelle ipotesi fatte vale quindi per le dilatazioni «, B, ...
I’ordinario algoritmo algebrico. Ad es.,, se per I’intero »

r r r
hanno significato unico le espressioni Vm, Vn, Vp, allora

r .
si puo definire come radice r-esima di «, Va, o''* la dila-
. tazione la cui potenza r-esima vale «, e si ha

\’/“=(V1n-i, Vg, \/])-k)
i gy k)

4. Prodotti nulli.

Per i prodotti nulli abbiamo le notevoli proprieta seguenti.

1° Affinché il prodotto af sia nullo, «f = 0, ¢ necessario,
ma in generale, non sufficiente, che una almeno delle omo-
grafie o, 8 sia degenere.

Dim. Da o =0 segue Iy(aB) = I, I,8 =0, per il che & neces-
sario che sia I, =0, ovvero I,3 =0, cioé che « ovvero  sia
degenere. Ma non viceversa, poiché da I,(«5)—0 non puod seguire

_necessariamente «3=—0, come risulta dal seguente esempio:

(a) H(u, v)-H(a, b) = © <X b H(a, v)

prodotto che & diverso da zero quando w><Xb==0 e a,v non
sono nulli, pur essendo degeneri le due diadi fattori del pro-
dotto.

2° Se un fattore di un prodotto é nullo il prodotto é pure
nullo, ma non viceversa. Vale a dire: da a8 =0 non seque
necessariamente « = 0 ovvero B =20, e¢ in particolare da o*=10
non segue necessariamente o =70,

PN

Dim. La prima parte del teorema & evidente poiche
0z = O(ax) = 0.

La seconda parte & dimostrata dall’esempio (a) precedente
nel easo w<b=0 con u, v, @, b non nulli.

Burali-Forti e Marcolongo 8
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3° Da Ba =0 non segue necessariamente a3 = 0.
Per w, v, a, b vettori non nulli, si ha analogamente ad (a),
(b) H{e, b)-H(u, v) = a < v-H{u, b);

ora il prodotto (a) é nulio per w < b =0 e il prodotto (b) non
é nullo per a <X v==0,

4° Se il numero reale m non é nullo, allora da Ba=—m
seque ol =—=m cioé si ha Pu = af.

Dim. Da Bax=m segue I;Bx)=1I3:T;x=m?4=0 e quindi
I840 e I;x3=0, ciod « e § sono omografie proprie. Allora
operando in e —=m con B! a sinistra si ha « =m3~!, ed ope-
rando in questa con § a destra si ha «f=m; c. d. d.

5. Se un prodotto di due omografie é nullo ¢ una di esse
¢ omografia propria, allora P altra ¢ nulla.

Dim. Sia « propria e Ja=—0; operando nei dne ‘membri -
con «~! a destra si ha f=0.a0"=0; ¢. d. d.

6° Dalla condizione ay = By, ovvero ya=—1xf, non segue
necessariamente o — 3; ma seque sempre o=_0§ purché y sia
omografie propria.

Dim. La condizione ay =03y equivale ad (x—f)y =0 che
non dA necessariamente ¢ — (3 =0, cio® « —{. Ma se y & pro-
pria, allora operando con y—! a destra nella condizione ay =@y
si ha appunto « =23. Lo stesso per la condizione yo = vf.

5. Operatori I, V applicati a prodotti e potenze.

Alcune delle formule seguenti sono gid state date nelle
parti che precedono; noi le riportiamo, insieme alle nuove,
per comodo del lettore.

(1] 1.(Ba) =1, (aP) [efr. § 1, n. 6, [4]]

/\ L, () =T I8+ Lo+ L3 — I(«+f)
[2] ¢ IL,(Ba) =T L + L2 -To + I8-1,8 — I(Bax + RB)
| 1,(p2) =TLa-1L3 fofr. § 1, m. 4, [8])
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S2V(Ba) 2V(DB-Da) + (1,8 — B) Ve + (L, —a) VB+ (VB) A Va =

(Kai) ABE -+ (Kaj) ABJ + (Koch)/\@k
( con %, j, B terna unitaria-ortogonale
V! =(I,xa —a)AVa
Lo e 1 . , :
fa! :ﬁ, Loat= f;;c’ La—t= T « propria [efr. § 1, n. 6, 5]
, 1
e :
[6] Vo=t = T aVa, o propria.
[7] V(B Ka) = RaV
(8 V(RaB) = aV(3a)
19] V(x-RB) = KV(fa).

Dim. [2]. Sviluppando (e + B)=4¢ < (e +3)J A\ (x + )k 4w+
si ha la 1* delle [2]. La 2* si ottiene dalla 1* osservando che
si ha L(3x) =L, R(Ba) =I,(R3:Rz) ecc. Queste due formule sono
di poea importanza, mentre & utilissima la 3° delle [2].

Dim. [3]. Posto, per abbreviare la scrittura:

P

o = Dayuw=Va, §=D3v=7V]
si ha per formule gia note
@x—(3’+v/\ (,c’+u/\)_—_Ba + Beu\ v Aw oAU =
=o' — KuAf) + v Az + H(u, v) — u X v;

applicando 2V ai due membri si ha la 1* forma [3].
Dalla 1# delle [1] del n. 2 si ha:

IV (3) X @ = — L(w/\Bx) = — L w \B) =
= — i X (@ AJE) ~ e = [ [Kad) AJE 4 s oo | X @

che dimostra la 2* forma della {3].

Dim. [4]. Risulta subito da [3] per =12,
Dim. [6]. Risulta da «Va= VRx=Ip. VRa ™1 =—[z. Va1
Dim. [7]. Per @, y vettori arbitrari si ha:

2V(x:3-Kx) X e Ay = y < 23Kax — o <X a3Kay =

= Kuy < fKax — Kax X fKay = 2V X (Kax) A\ Bay =
=2V3 < KRzwAy) =2RaV3) X xAy, o d. d.
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Dim. [8]. Se nella [7] si pone Rx.3 al posto di § e si pone
Kz al posto di « si ha:

V(Ka-Ra-fea) =REKxV(Rxz+3), Lx-V(Bx)=REKaV(Rx:8);
] opei‘ando con « nei due membri .
Y32V (3a) = L V(Ras )

che, per 1,20, dimostra la [8], e la dimostra pure, a causa
del principio di continuitd, anche per Ix=0.
Dim. [9]. Dalla [8] e ricordando che VEa=— Vg si ha:

V(a-R3) = — V(RKB-Ku) = — KBV(Ke-K3) = K3V(32), e. d. d.

- ESERCIZI

f e+ B) = T 1,3 + Lae L, — L(af)
) (o + m) = T,o0 + 21,x+m + 3m?
g L+ B) = Iz + I3 + [(Kx-B3 + Kj3-Ra)
I{x + m) = Iz +1yzem + Loc-m® + m?
L +~uAB)=Ix—2u>< V3
Lix 4+ uABR) =L+ u X | Riu — 22 V3 — 2V(Kx.8) |
Iy(e + uA\B) = Tgx + u X< {a RK3u + 2V(Re - KB) |
R + wAB) = Rz + B+(Kaw) A\ + H | 2V(K3+2) -+ RK5u, |
Lijc+Hu,v)| =Ta+uxwv
I, { a4+ Hlw, v)| = Lx + u« X Cav
I fa +~Hw,v)| =In+ v < Rau
{oo+ Hiw,v) | =Rx — v A a-uw/\
L2+ C2) = 2L, I, (a:D2a)=1,(Da)’
2L, (03) = (Lix + I,3)* — I(a® + %)
V(z+3Kx"*) = Rax-V(3-Ka®1), per n intero positivo
Viedz) = Rz V3 +f CK(a3) Ve
Vo = [ 2" Ra"~"-CKa* '] Va

o

L

® XHe @

10. Vo +1=[Z" Ra"".CEx*"]Vx
r

11, aV(3x) = V(Rx-8) [cfr. la [8] del testo]
12, aV(@-Ka)= V(Ra-f)— «-(CK§)Va

13. K8V(Ba) = V{(«-R3) [efr. la |9] del testo]
14. BV(K3.2) = V(z-R3) — (Ca)3VB
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14/, V(a3 REx) = a V(Kx-2+3)
15, a-u\ =u\CKx — (Kxw) A\
16, uA\x—=CKa-u A — (o) A\
17, Cz-u )\ = uA\Kax -+ (Kaw A
18, uA\Cz=Kuxu/\ + (xu) A\
19, Rz-u\ = (zu) A+«
20, uAR2=a-(Kaou)/
21, a-u AR =uACKa:3 — (Buu) A\3==2-CKZ- v A\ —a+(Bee) A\
22, Rueu A3 = (auw) \23
23, I(arwA\B)=— 2u X V(3a) = — 2u <} (Cx) V3 — ViKa-3)|
24, Ty(z-uw/\B)=u <X R(3x)u
25. R{x+wAJ) = Rx - H(w, w)-R3
26, 2V(n-uAPJ) =1} C3-CKx — C{Kz-3) lu _
27, up\ -arv \=— CH(w, v)- CKz+ CH{u, Kzv) =—R' | o, H(v, u)|
28. LituN oo \)= —vx Cru
29. LiuA-avA\)=u>xv.u<X Rz
30. 2V(u/\ av /) =alu\v)— 2H(v, 2)Vo =
= KajuA\v) — 2H(u, v)Vx
31, Ru) - a-vA)=u = Rav-H(v, u)
32, ViuN-wv\ — v oew/\) = DafuA\v)
33, ILj(uN\exv N\ —vAauN)=2ulv X Ka(uA\v)-u\v <X aVa
34 ENx i A A JA -GN + kA 2k = — CKx 7
35, 2V(Za) = (Bad) ABE + (Kaf) ARG + (Kak)ABE [cfr, la [3] del
testo]
36. Rim -+ H(w,a) -+ Hiv,d)| =m*+ C|H{a, u) + H(b,v)| +
+ H(xeA\v, a \D)
87, (a==8)* =" = af =t Ju -+ 32 ece. per (x==B)..

§ 5 Isomerie e similitudini vettoriali.

1. Proprietd fondamentali delle isomerie.
Chiameremo ixomeria vettoriale, o semplicemente ¢so-
meria, ogni omografia veltoriale o tale che

1 (ax)® == oc*, per ac vettore arbitrario,
y P

cio¢ tale che: conserva il modulo (o lunghezza) del qualsiasi
vettore al quale viene applicata.

Interessa osservare subito che:

Una isomeria ¢ sempre omografia propria.
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Dim. Se « & omografia degenere, esiste almeno un vettore non
nullo » tale che au =0 e quindi tale che (xu)* = 0g4=* e quindi,
per la [1] la « non pud essere una isomeria.

Per riconoscere se una omografia « &, o pur no, una
isomeria, oltre che del criterio [1], assunto per definizione,
si pud far uso dei eriteri espressi dal teorema seguente:

Affinché U omografic o sia una isomeria ¢ necessario e
sufliciente che sia soddisfatta una qualunque delle condizioni
(1)-[4] che sono tra loro equivalenti, cioé tali che due qua-

lunque di esse sono I’ una consequenza dell’ altra :

(2] (2e) X ayy == X 4, per a, y veltori arbitrari,
[3] Koo =a-Ka=1 (esattamente, = 10)
(4] 2 & propria e Ka=a~! (¢ quindi Ka—! = a).

Dim. La [1] vale per qualsiasi vettore; allora si ha, per la [1]:

toz(w+y):’l:(x+y)‘~’:ac’+y’+2w><y,
(@ + y) I* = (a2 + ay)* = (aw® + (ay)* + 2ax) X ay =
=ax* + y* + o) X ay;

dal confronto di queste due risulta la [2], ciod: dalla [1] segue
la [2]. Viceversa, dalla [2] segue la [1], perchd se nella [2] si
pone x al posto di y si ottiene la [1]. Dunquer e [1], [2] sono
cquivalenti..

La [2], per il teorema di commutazione equivale ad

x X Kooy = x <X y;

ma x & arbitrario e quindi la [2] equivale a Kx-ay = ¥, che per
Parbitrarietd di y equivale a Kx.a—1. Ma « soddisfacendo a
Koae.x=1 & propria [cfr. § 4, n. 4, 4°] e quindi la condizione
Ka-2=1 equivale a Kx=0o"" e, in conseguenza, ad o Ko =1,
Danque: le [1], [2], [3] sono tra loro equivalenti.

La condizione [4] equivale ad «-Kx =1, cio& alle [3] e quindi:
le condizioni [1]-[4] sono tra loro equivalenti (*).

(Y) Dalle [1], [2] risulta

€08 (1, ay) = cos (X, y), ciod ang (aw, 2y) = ang (x, y),

vale a dire: una isomeria conserva, olire che le lunghezze, anche ¢gli angoli.
Peraltro una omografin che conservi gli angoli (come ad es, una omo-
tetia non nulla diversa da == 1) pud non essere una isomeria (cfr. le
similitudini].
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Giova osservare, come risulta subito da una qualunque
delle [1], [3], [4], che: ‘

Se U'omografia o« é isomeria, anche la sua coniugata Ka
¢ pure isomeria. O, in altri termini: se « & omografia, allora
o ¢ Ka sono entrambe, o pur no, isomerie.

Tra le molte proprietd delle isomerie ci limitiamo, per
ora, a citare le seguenti, nelle quali « & ésomeria e wu, v
vettori arbitrari.

[5] (La)y=1

L’ invariante terzo di una isomeria vale + 1 ovvero — 1.
Il che conferma che « & omografia propria.

Dim. Da [3] si ha: I(Kaex)= Ip)?=1; ¢. d. d.
[6] Io =TI, Lo ==L ] .

Dim. B noto [efr. § 4, n. 5, [5]] che Lx=TI;x-T,«?, che per

la [4] da la 1* forma [6]. Moltiplicando per I,x e tenendo conto
della [5] si ha subito la 2* forma

[7] aVae =TI Va, Vo =LaaVa
Se il vettore di una isomeria non & nullo, la sua direzione
¢ unita per U isomeria.

Dim. B noto [ofr. § 4, n. 5, [6]] che aVa = —- Iz« Vo—?; allora
per la [4] si ha
aVo=—TLo VKa=1Tx: Vo
che dimostra la 1* forma [7]. La 2* si ottiene dalla 1* molti-
plicandola per I,z e tenendo conto della [5).

(8] Ra=1I,2.2, « = I,a.Re.
Dim. B noto [efr. § 3, n. 1, [3]] che Rax-Ka=I;z; allora
da [4] si ba Ra.o—'=1I;x da cui segue subito la 1* forma [8].

La 2 forma si ottiene dalla 1* moltiplicando per I;x e tenendo
conto della [5].

9]  a(re Av)=Loa.(aw)A\av, (xw) \av = Lx.a(z/\v).

Dim. Da [8] si ha:
a(u A\v) = L Ra(u A\v) = Ija- (aw) \av, ecc.; c. d. d.
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[10] I prodotti ( funzionali) e le potenze di isomerie vetto-
rialt sono pure delle isomerie.

Dim. Se «, 3 sono isomerie si ha, dalle proprieta precedenti
e da altre ben note:
Kia3) = KB+ Kx = 1. a1 = (a3)~!;
Koo' = KK« =0«; ecc.; c. d. d.

2. Riduzione delle isomerie a forma canonica.

I teoremi seguenti, 1°-6°, esprimono importanti proprieta
delle isomerie vettoriali, dalle quali ricaveremo [efr. n. 3]
i caratteri geometrici e meccanici delle isomerie.

In ¢io6 che segue supponiamo che « sia una isomeria
vettoriale. .

1°. Affinché U isomeria «, insieme alle sua coniugata, Ko,
sia una omotetia vettoriale (numero mnecessariamente non
nulla), ¢ necessario e sufficiente che si abbia

(1] a= L, o, il che equivale, Ko = J,a,
[esattamente o = Ko = (I,0)O].

Dim. Se «=1,2, il che implica- Kz = Ly, allora « & omotetia.

Viceversa. Se = & omotetia, allora o= m |esattamente o« =mQ)]
con m numero reale non nullo; e poiché Rm =m? e m?* — m T
[efr. n. 1, [8]] si ha m =ILx e quindi valgono le [1]. Oppure:
8¢ o & isomeria e a—=m si ha Lu—=+1 e Lix=m3 da cui
mP===1, ciod m = =1 ece.

- 2, Qualsiasi direzione unita per « & pure unita per tutte
le potenze di o [efr. § 1, n. 8, 2°] ¢ in particolare anche per Ko
che & identica ad a—* [efr. n. 1, [4]].

Ogni direzione normale ad una direzione unita i o ¢
trasformata da « in una direzione normale alla stessa dire-
zione unita. Vale a dire: se @, w sono vettori non nulli

2] jda iN\ai=0, (che implica iA\Koi= 0) e ixXu=0,
segue X auw=~0 e i X Kawu = 0.

Dim. La prima parte del teorema & gid nota [efr. citazione
nell’enunciato].
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Dall’ipotesi [2] si ha ai=mi, Kuxi==mni, con m, # numeri
reali non nulli. Da queste ¢ sempre per le ipotesi [2] si ha
< ai =0, < Kzi =0 che per il teorema di commutazione
danno le [2], cio® provano che anche «u e Kaw sono normali
alla direzione unita 4.

3°. Se o non & omotetia [cfr. 1°], allora esiste una, ed una
sola, direzione unita per o tale che, essendo @ un vettore non
nullo parallelo a tale direzione, si ha

(3] ol =L i, Kai=10a-;

anzi se o non ¢ dilatazione, cioé Va==0 [cfr. § 2, n.2,[1]]
allora

[4] ¢ & parallelo a Va, ciod i)\ Va=0.

Se, invece, a & omotetia allora cfr. [1°] le [3] valgono per
qualsiasi vettore 4.

Dim. a) Se Va =20, ciod « & dilatazione [cfr. § 2, n. 5, [6]] ed
‘essendo ¢, j, & terna unitaria-ortogonale unita per la dilata-
zione «, allora si ha, come & noto {efr. § 2, n. 4]

oy (mz., h, vk

con I;x = mnp.
oD )

Ma 2 & isomeria, e poiché «f ==mi,..., i numeri m, n, p de-
vono avere 1’1 per valore assoluto. Allora: per I,o =1 i numeri
m, n, p saranno tutti ugunali a +1, ovvero uno eguale a -+ 1
e gli altri due o —1; per I;u=—=—1 i numeri m, n, p saranno
tutti eguali & — 1, ovvero uno eguale a —1 e gli altri due
a + 1, Quindi, & meno dell’ordine dei vettori 4, j, & si avra

i gy K i —gy — K
per I3oc:1,cz.:<"7’ ):1, ovvero a:(.’ '7.’ ),

i, j’ k 2, 97 k
—i, —j, — K —i g K
er Liu=—=—1, a = KA —=—1,0vveroo—
per Iy » ( KIS k) OV ; ( i, J, k)

e in tutti i casi valgono le [3] per la direzione unita 4.
b) Se, poi, Vo 3=0 allora, essendo «Va =1,z Va [cfr.n.1,|T]],
la direzione Vo sodisfa alla prima delle [3] e anche alla seconda,
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poiché operando nella prima con I,x.Kx« si ha
Lz Kaoui = (I,2)*Kai, da eui Kai=Ia-7,

il che dimostra anche lu [4].
¢) Resta da dimostrare che per a==Iex [cfr.1°] i vettori ¢
sodisfacenti alle [3] hanno tutti una stessa direzione che &
funzione di « soltanto.
Se i vettori, non paralleli, i, ¢’ sodisfano, ad es., alla prima
delle [3], e in conseguenza anche alla 2* poiche (I;z)? =1, allora
si ha

(ad) Ao’ = (Tg2)2 i N/ = S\’

che perla [9] del n. 1 d& a(é A¥') = I;2-¢ A¢’. Dunque, la 1* delle [3]
vale per i tre vettori ¢, ¢/, i\t non complanari ¢ quindi da

w=axt + yi' + 2zi A\’ 81 ha cu=Tx-u
) 3 )

che valendo per u arbitrario da « —= Ix, contrariamente all’ ipotesi.
Da a', b, ¢) e da 1° si deduce il teorema.

4°, Se il vettore unitario i, avente direzione unita per o,
sodisfa alle [3], allora qualunque sie il vettore unitario e
normale al vettore ¢ [u® =1, ¢ > 1 =0] si ha sempre

[5] wX aw=—(Ia —La)2;

vale a dire: una qualsiasi direzione normale ad i é trasfor-
mata da o in unae direzione |pure normale ad i, cfr. 2°] che
Jorma con la direzione data un angolo indipendente dalla
direzione stessa, cioé un angolo funzione soltanto di «.

Dim. Applicando proprieta ben note, e che e¢i risparmiamo
di citare, si ha successivamente:

u X< au = (& \w) X (£ \ow) = (£ A\w) X Lz (i \au) =
=) i A\w) X af Aw)y=iA\u | Lai A\u— i AKau+uA\Kxi| =
=(EAu) X} {(Tjx — Ix) e i AN — i\ Kau | =
=ILa— Lax—uxKouw=To— [z — u X au,

dalla guale risulta subito la [5].
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5°. Stando per i le ipotesi poste nel teor. 4°, 8i ha

(6] a = cos ¢ -+ (L& — cos ¢)H(7, ¢) -+ sen @& A

essendo p uno qualunque dei numeri reali tali che

7] cos ¢ = (I« — L,@)/2, sen o =1i> Va.

Dim. Sia u vettore unitario normale ad i. Anche il vettore «u
¢ normale ad ¢ [efr. 2°] e quindi w/A\xu & parallelo ad <. Si puo
danque fissare, e in infiniti modi, un numero reale relativo ¢ °
tale che [cfr. [5]]

(a) cosp=wu X aw = (Lo —I;%)/2, e uwAow =s8en ¢-i;
e per tale ¢ si ha ovviamente
{b) aw == COS @+u + Sen @t A w.
Sia ora « un vettore arbitrario. Si ha identicamente:
= X teb+ {x— X 18]}
ma il vettore a— a >< i+¢ & normale ad ¢ e quindi, per le [3],[4],

o =a X1 Lot +cosplx—axXid]+sengd\jow—axXiil=
= I,%-H(, é)x + cos ¢-x — cos p-H(é, t)x + sen ¢ ¢ A\,
da cui si ha subito .
ax =} co8 ¢ + (Ix — cos @)H(¢, i) +-sen p-i \ | @

che per 1'arbitrarietd di a dimostra la [6].

La 1% delle [7] risulta dalle [5], (n), oppure dalla [5] e dalla (b)
moltiplicata (<) per w. La 2* delle [7] si ha osservando che
dalla [6] si trae subito Va==sen p.i.

6°. Ool variare di © nella classe totale dei vettori unitari
¢ col variare di ¢, indipendentemente da i, nella classe totale
dei numeri reali relativi, /’omografia vettoriale, funzione
di ¢ ed i,

(8] o = ¢0s ¢ + (4= 1 — cos ¢)H(d, ©) 4+ sen ¢ i A

percorre la elasse totale delle isomerie vettoriali.
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Per la dilatazione ¢ il vettore di o si ha:
[9] Da=cosy+ (=1 — cos e)H(4, 7), Va = sen @1,

Dim. Ad ogni isomeria si puo dare [efr. 5] la forma [8).
Viceversa se I"omografia « ha la forma (8] allora essa & una
isomeria, perché [efr. n. 1, [1]] essendo x vettore arbitrario si ha

(2)? =} coS peo + (= 1 — cos P)EX @d +sen i\t =
:cos“’cp-wg+(1+cos’;o.T_2cos.-p)(z‘><x)”+sen?qo-(w’—(ixw)’) -+
+ 20080 (=1 — cos p)(i X @) = '
= (cos*ep -+ sen*o)a+ (E>a)t 14 cos’p - 2co8¢p — sen®y 4-2¢os p—2costep | =
=w® 4+ (i X )1 — cos® ¢ — sen’ ) = a2

La seconda delle [9]si ottiene subito operando con V nella [8];
da questa viene subito la prima [efr. § 2, n. 5].

3. Classificazione delle isomerie 5 rotori e anti-rotori.

Siccome nella forma generica [6] del . 2 [efr. [8]] delle
isomerie comparisce esplicitamente 1 énveriante terzo, ¢
naturale classificare le isomerie secondo che Iinvariante
terzo vale +-1 0 — 1, i soli valori che esso pud assumere.

Chiameremo:
rotore ogni isomeria « tale che Lao=+1, .
anti-rotore » » > »  » la=_-1,

Inoltre, tenuto conto che la [8] del n. 2-dA la generica
isomeria a in funzione dj ¢ (numero) ed i (vettore unitario),
vien pure naturale ed opportuno, esprimere rofori ed anti-
rotori in funzione di ¢ ed ¢ con le notazioni seguenti:

[1] Rotor (9, ) = cos ? -+ (1 — cos )H(¢, 7) 4 sen “LX AN
[2] aRotor (9, é) = cos ¢ — (1 -+ cos 9)H(i, 4) +- sen P EA.

I rotori e gli anti-rotori ddnno tutti i moti geometrici (*);
i rotori danmo tutti i moti meccanici, anzi permettono di

(*) C. Burari-Forrt. Isomerie vettoriali e moti geometrici (Mem. Ace.
Torine, Serie II, Vol. LXYV, a. 1914).
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trattare in modo semplicissimo e puramente geometrico, i
moti meccanici finiti, continui, infinitesimi e tutto cid che
riguarda la loro composizione (!). Sarebbe troppo lungo
sviluppare qui tutte le proprietd geometriche e meccaniche
delle isomerie; ci limitiamo ad indicarne alcune tra le pit
importanti.

a) Il Rotor (9, 4) applicato al vettore generico, ac, pro-
duce il vettore che si oltiene dando ad o la rotazione di o
radianti intorno ad 4 (semso determinato dal verso di i e
dal segno di o).

Infatti. Si ha subito dalla [1]
i <X Rotor (¢, tjx =1 < =

ed inoltre [cfr. n. 2, 5, {6]] la componente normale rispetto
ad ¢ di « vien ruotata di p radianti intorno ad <.

b) Casi particolari notevoli per i rotori sono:

(3] Rotor (0,7) =1, identita
[4] Rotor (r,7) =2H(i,4) — 1, simmetria rispetto ad 1.

¢) Caso particolare notevole per gli antirotori &:

[5] aRotor (0,7) =1 — 2H(4, ), speechiamento rispetto a gia-
citura normale ad i; vale a dire: aRotor (0,é)x @
tl simmetrico del vettore x rispetto alla giacitura nor-
male ad 1.

Infatti. Se «, & il simmetrico considerato si ha ovviamente
X, +x=2|x—xX1ii}=20c— H({,
da cui x, =11 — 2H{j, )|, ¢, d. d.

d) Gli anti-rotori si ottengono tutti come prodotti
funzionali, commutabili, di un retore per uno specchiamento

(*) C. BuraLr-Forrt e T. BoaG1o. Meccanica razionale (Collezione
Lattes. Torine, 1921).
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poiché si ha:

6] aRotor (¢, i) = Rotor (3, 9).aRotor (0, i) =
== alotor (0, 7)-Rotor (¢, 7).

Infatti dalle [1], [6] si ha, ad es,

Rotor (¢, ¢)-aRotor(0, &) == cos ¢ +(1 — cos @) H(¢, ¢) + sen p-s A\ —
—2cos p-H(4,¢) — 2(1 — cos ¢)-H(¢,7) =
= 008 ¢ — (1 + cos ¢)-H(é, §) + sen p-i \ = aRotor (¢, ¢).

4. Similitudini vettoriali.
Chiameremo similitudine vettoriale, o semplicemente
similitudine, ogui omografia vettoriale o tale che

{1] ang (age, ay) = ang (2, y), per x, y vettori arbitrari non
nulli, cio® omografia tale che: conserva I’ angolo dei due
qualsiasi vettori non nwlli ai quali viene applicata
[efr. n. 1 definizione di isomeria}.

Interessa osservare subito che:

by

Una similitudine é sempre omografia propria.

Dim. Se « & omografia degenere, esiste almeno un vettore, non
nullo, = tale che ax=—0; ma allora la [1] non pno esser veri-
ficata poiché Pangolo di aw con ay & indeterminato mentre &
determinato 1'angolo (x, y).

Si noti anche che alla [1] si pud dare la forma

(] (p) Xay XYy
' mod («oc) - mod («y) ~ mod ac-mod y

poiché [cfr, E. C. V.] si ha % > v = mod - mod v-cos (¢, v)
e il cos (u, v) individua 1'ang (u, v), qualunque siano i vet-
tori, non nulli, w, v.

La condizione di simiélitudine si pud esprimere anche
cosl:

I’ omografie propria « & une similitudine solamente
quando : conserva il rapporto dei moduli dei due qualsiasi
vettori ai quali viene applicata, cioé:

{2] (aae)?/(xy)? == oc*/y®, per a,y vettori arbitrari non nulli.
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Dim. Bisogna dimostrare che le condizioni [1], [2] sono
equivalenti. .

Essendo @, y vettori arbitrari non nulli ed O un punto qua-
lunque, si considerano le due figure:

A, formata dai punti 0, 0 + aw, O + ay,
B, » » » 0,0+ux O+y

e la corrispondenza tra A e B che ad 0, O+ox, O+ oy fa
corrispondere, rispettivamente, 0, O + x, 0 + y.

Se vale 1a [1], ovvero la [2], allora le figure A4, B, rispetto
alla corrispondenza considerata, risultano simili, e, in conse-
guenza, vale la [2], ovvero la [1]. Danque le [1}], [2] sono equi-
valenti; e¢. d. d.

Le [1], [2], ciascuna delle quali caratterizza le similitu-
dini, esprimono importanti proprietd geometriche delle simi-

~ litudini  vettoriali. Formalmente, e con riferimento alle

isomerie, si ha il teorema:

Le similitudini vettoriali sono, tutte e sole, le omografie
che somo il prodotto di una isomeria vettoriale per un
numero reale relativo (omotetia vettoriale).

Dim. Sia o« una similitudine. Dalla [2] risulta subito che
esiste un numero reale relativo m, funzione di « soltanto, tule
che (ax)¥x? = m?, ciod tale che (xx)® = m’x?; vale a dire tale che

2
o
—x| =t
m

Ma allora a/m & isomeria [cfr. n. 1, [1]] e quindi: la simili-
tudine o & il prodotto di una isomeria per un numero,

Viceversa. Sia § una isomeria, m un numero e o ==mf. Allora
per tale « la [1], e la [2], & sodisfatta e quindi « & una simi-
litudine, vale a dire: il prodotto di una isomeria per un numero
€ una similitudine.

Segue da questo teorema um nuovo ecriterio per rico-
noscere quand’é che una omografia ¢ una similitudine:

I’ omografia « ¢ une similitudine (non esclusa I’isomeria
per m=t1) quando esiste un numero reale, non nullo, m
tale che

[3] Ko .o =0o-Ka=m* (esattamente, = m°0).
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Dim. La [3] equivale a

o % % o

ol ey |

mm- m_ om

il che prova [efr. n. 1, [3]] che a/m & isomeria; ece.

Osserviamo che le isomerie sono state definite come
quelle omografie che conservano le lunghezze; & allora ovvio
che le isomerie conservano anche gli angoli. Viceversa le
omografie che conservano gli angoli sono non soltanto le
isomerie, ma sibbene le simélitudini (tra le quali sono com-
prese anche le isomerie), cioé i prodotti di isomerie per
numeri,

Anticipando sa nozioni che stabiliremo in seguito, facciamo
una importante osservazione.

Sia w un wettore funzione del punto P, variabile in un certo
‘eampo. I’operatore ) tale che

)\P=0+u,

ove O & punto fisso, individua una trasformazione dei punti P,
variabili in un campo X, nei punti AP = 0 + w variabili in un
campo X', La rappresentazione di I in I’ & conforme solamente
quando du/dP & una similitudine, vale a dire

du __du

- . Ty —— 2

iP KdP m
essendo m numero non nullo funzione di P.

Da c¢ido I’importanza delle similitudini vettoriali che libera le

rappresentazioni conformi da qualsiasi elemento di riferimento.

5. Direzioni principali di una omografia e riduzione di
una omografia generica al prodotto di una dilatazione per
una isomeria.

Una terna di direzioni due a due ortogonali, si chia-
merd terna principale rispetio alla omografia o, quando
essa & trasformata da « in una terna di direzioni pure due
a due ortogonali. -

Le direzioni unite di una dilatazione o sono direzioni
principali di «, poiche esse sono trasformate in se stesse
da o.
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Essendo « una generica omografia si hanno i teoremi
seguenti: ‘

1. Une terna wunita per le dilatazione Ka-.a (ov-
vero «-Ka}, é terna principale per «, (o per Ka); ¢ viceversa.
In particolare: una omografia generica o (o la sua coniu-
gata Ka) ammette sempre almeno una terna principale, che
¢ terna unita della dilatazione Ko-o (ovvero «-Ka).

Dim. Che K«.a, a+-Ka siano dilatazioni risulta subito dal
fatto che [efr. § 2, n. 4].

K(Korx) =Ko KK = Karx, K(aKa)= KK Ko =2-Ka.
Se ¢, j, k & terna unita per la dilatazione Kx., allora:
(#f) X al=7j }XKx-ak =0, e analoghe per k, ¢ e ¢, j
perché Ka-ak & parallelo a & ed ortogonale ad j. Cido prova
che: la terna i, aj, ak é ortogonale, e quindi ¢, j, £ & terna

principale per a. Analogamente per Ka.
Viceversa. Se ¢, j, & & principale per ¢, allora:
0=(aj) }X ai=j X Kurai, 0= (ak) < oi==F%> Ko i,

vale a dire Ka-«é & parallelo ad jAK, cioé ad ¢, e quindi:
i, j, ke & terna unita per la dilatazione Ko-«. Analogamente per Ka.

2.° Una terna principale per a (o per Ka) & trasfor-
mata da o (0 da Ka) in una terne che é principale per Ka
(o per a).
Dim. La terna 4, j, k& sia principale per «, ciod unita per Kx.o
[efr. 1°]. Si ha, ad es,, Koa-af =mé, con m numero, e quindi
(o Kajoud = o Ko e 02)d = au(mié) == m(nid)
e analogamente per j, %, il che prova che: «i, «j, ak & terna

unita per «-Ku, cioé [efr. 1°] ¢ terna principale per Kx. Ana-
logamente per Ka.

3.° Una omografia ¢ sempre esprimibile come prodotto
di una isomeria per una dilatazione. Si ha formalmente:

1] a=po=2Ap e quindi Ka=op~'=p '},

ove | ¢ isomeria che trasforma le direzioni prineipali di o

Burali-Forti e Marcolongo i 9
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in quelle di Ka, ¢ o, L sono dilatazioni aventi per direzioni
unite le direzioni principali di «, Ko ¢ ¢ medesimi coeffi-
cienti di dilatazione lungo le corrispondenti direziont unite.
In particolarve: sono determinati ¢ numert realt a, b, ¢ tali
che, se i, j, k e ¢, j', k' sono terne di vettori unitari paral-
leli alle direzioni principali di « e K«, si ha:

2] a= (“1-’ bf-’ c?) = aH(i, ¢) + bH(j, J') + oH(k, k),
y SS9 I

[3] Ko = (“:,’ bj_,’ G;Z) = aH(¥, §) + VH(J', §) + cH(K, k),

’ ’

__ {6, bf, ck __[ai, bj', ek .
(4] c._( i J. k)’ l_( i i K per definire o ¢ A,
[5] : Ka-a =0, o« Ka=2>)2
: i, 4, K _
6 - ’ ! .
[6] P (i, i, Ia)’ che definisce

Dim. La o ha certamente la 1* forma {2] poiché [efr. 2°] i
vettori «d, «j, ¢k sono paralleli ad ¢, j', &'. Da [2] si ha (ai) X ¢'=a
e quindi ¢ > Ko’ = a; ma [efr. 2°] K« & parallelo ad i, ecc.,
e quindi vale la 1* forma [3] per Kz Le seconde forme [2], [3]
risultano dalle prime.

Definite le dilatazioni s, X con le [4] si ha, ad es., dalle [2], [3],

af = ai’, Kau-af = aKai’ = o, ecc.

che dimostrano le [5].
Dalle [2], [3], [4], [6] si ba:

of = ad’ = apt = pai = poi, ai = ai’ = A&’ = i, ece.
¢ restano quindi dimostrate le [1].

4.° Data la omografia o, U equagione, nella omografia
incognita &,
{7 KE.E=a ovvero, §-Kf=ug,

ammette soluzioni nel solo caso che o sia il quadrato di una
dilatazione. Se tale condizione é sodisfatta e o & dilatazione
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tale che a =¢* (*) allera le infinite soluzioni della [7] sono
8] E=op5 ovvero E=op

essendo p una arbitraria isomeria. I teoremi 1°, 29, 3° dicono
quali sono le direzioni principali di § date dalla [8].

Dim. Se la direzione di ¢ & unita per la dilatazione X£.£, allora
si ha KE.Ei = mi da cui, per ¢ unitario, (KE-£%) < ¢ =m e quindi
(Ei)* == ; il che prova che K%-§ & il quadrato di una dilata-
zione, come, del resto, pud anche ricavarsi dalla [5]. Cid posto
e se o & dilatazione tale che o*=—¢, allora dai teoremi prece-
denti si ricavano le soluzioni generali [8] delle equazioni [7].

ESERrcCIZI.

(1) Se « & isomeria, allora == IL,z.a + I;x-Kx — L.

(2) Se o & isomeria non numero reale (x=3=1I;x) allora i vet-
tori 2 tali che aw = Lia.u, o, il che equivale, Kow = I;x-u» sono
dati da )

(o + Koo + Ly — Lin)

N

- per x vettore arbitrario non nullo; e se o« non & dilatazione
(Vo= 0) allora i vettori w sono i vettori paralleli a Va.
(8) Qualunque sia I’isomeria « si ha identicamente

o= (I, —L)/2 + { T, — (T, — Lx)/2 | H(u, w) + (Va)A,

ove u & vettore unitario che, per o=1I,x & arbitrario e per
=T,z & uno dei vettori dell’esercizio (2).
(4) Alla isomeria vettoriale « si pud dare la forma generica

o= ¢08 ¢ + (Lo — cos ¢)H(u, u) + sen ¢-u A\

() Se « & il quadrato di una dilatazione si avra

“__(mgi, n%j, p%)
h"W g ok

con m, n, p numeri positivi. Se «=oc? allora si hanno otto valori di s
emi, c'nj, ¢''pk

compendiati da (
LN

) con e =gt =2¢'"2=1.
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ove w & vettore unitario tale che aw— Ljx-w, p & tale che
cos = (Lo —1;2)/2, seng=VaxXu
e per le derivate di « rispetto a 9 si ha

%:@L/\x: zew \, Z—;%: () oo = x-(w )™

(5) Rotor(p, ) = e/, per u?=1.

(6) Rotor (¢, u)-Rotor (¢, u) = aRotor §, u).-aRotor (¢, v) =
= Rotor (o + ¢, w),

(7) Rotor (, w)-aRotor (¢p, w) = aRotor (¢, w) - Rotor (¢, w) =
—aRotor (p + ¢, u).

(8) t Rotor (¢, u) {* = Rotor (np, u), n intero.

) { aRotor (¢, u) |** = Rotor (2nyp, w)
| aRotor (¢, w) {*" ! = aRotor((2n + 1)p, «).

(10) Sia w vettore non nullo. Applicando ad un qualsiasi
vettore x 1’operatore Rotor(w, u) si ottiene il simmetrico di
rispetto ad w; applicando invece 1’operatore aRotor (0, ) si
ottiene il simmetrico di « rispetto alla giacitura normale ad w,
cioe lo specchiamento di «x rispetto alla giacitura stessa. Si
pud porre

sym « — Rotor{x, ), specu — aRotor (0, u)
e si hanno le formule:
sym w=— { 2H(u, v) — «*} /u? specw — — symu;

notando che Rotor(0,u)—=1 e aRotor(m,u«)=—1 dauno, ri-
spettivamente, 1’ identita e 1’ equinversione.

(11) Valgano le notazioni (10) e siano =, v vettori non
nulli. 8i ha

Sym v.8ym « = §pec v-spec w = Rotor }2ang (u,v), uAv|
spec v-sym w = sym v.spec « = aRotor {w + 2ang (u, v), u v,

(12) Be essendo a, b, ¢ vettori non complanari, 8i pone
a=ang (e \b, a\¢c), B—=ang((bAe¢, bAa), yv=ang(cAa,c/A\b}
allora si ha:

Rotor (2y, ¢)-Rotor (2B, b)-Rotor (2z,a) =1, per aA\b < ¢ <0
Rotor{—2y, ¢)-Rotor(—23, b)-Rotor(—2a, @) = 1, per a A > ¢>0.
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{13) Si estendano i teoremi (12) ad una successione a,, a,, ..., @,
di 4 o piu vettori. .
{14) La relazione tra i Rotor e aRotor & data da:

aRotor(yp, w) = spec u-Rotor(yp, w) = Rotor(p, w)-spec u
Rotor(y, w) = spec u-aRotor(yp, u) = aRotor(p, u).spec w«

perche (specw)? & ’identita, o pitt semplicemente da
aRotor(g, u) = — Rotor(r + ¢, ).

(15) Per le isomerie ad invariante terzo positivo, ciod per i
rotori, si esamini Meccanica Razionale (Collezione Lattes) 1. .
pp. 56-108 per i moti meccanici, finiti, continui, istantanei, loro
composizione ece.

(16) Sia A = Rotor(yp, %), con »*-—=1, un rotor funzione della
variabile numeriea ¢, con p ed w funzioni, in generale, di ¢, e
indichiamo eon gli apici le derivate rispetto a ¢ HEsistono i
vettori a, w,, funzioni di ¢ tali che

N=uAl KN=u,AK]),
ed w, w, insieme alle loro derivate, sono legati dalle relazioni
w, = — K, w=—du; u' =K, v = -)u
ed w, w, sono esprimibili mediante ¢ ed u e le loro derivate, da

w=¢'u + sen g-u’ + (1 — cos p).wA\w,
w, = — @' — sen o’ + (1 — cos p)-u A\

e la secoada di queste si ottiene dalla puma cambiando ¢
in — , come si ottiene Ki =21 da

(17) Stando le notazioni (16) e se n
sitivo o negativo, si ha

\

intero non nullo, po-

) = u™ AN, (KW —=u, " AKK" con
w" = (1 4 A+ o -+ AN = (1 — X)L — X,
w, " = (1 + KX + .. + KN, = (1 — KX)~1(1 — K"y,

e s8i ha anche

w—m = “1(”)’ u1<~11) = ui,
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§ 6. Iperomografie.

1. Definizione e proprieta fondamentali.

Chiameremo iperomografia, o anche omografia di or-
dine 2, ogni operatore lineare tra vettori e omografie. Vale
a dire I’operatore p & una iperomografic, quando, qualunque
siano i vettori x, y e il numero reale m, si ha:

[1] poc & una emografia, wioc + ) = pac + py, p(ma) == mpo.
Ad es., se u & vettore, 1’operatore composto > & una
iperomografia, perché per x vettore arbitrario
(uXxX)r=uXn

& numero (speciale omografia). 8i noti che, essendo o una omo-
grafia si ha w < ax = (Kau) < # e quindi

2 X o == (Kou) <
vale a dire anche w >« & iperomografia e della stessa specie
della iperomografia » < con ¢ vettore.

Se p & iperomografia converremo di scrivere, qualunque
siano i vettori a, ¥, pacy al posto di (pw)y,
(2] pacy = (pac)y,
cio® poy indiea, brevemente, il vettore che si ottiene appli-
cando al vettore y 1’ omografia poc.

Riprendendo l’eseinpio precedente si ha appunto

fuw Xaxly=u X ax.y

che & un multiplo del vettore y.

Si hanno le seguenti notevoli proprieta, conseguenze
della definizione di iperomografia e di teoremi ben noti.

Se o é una omografia funzione lineare del vettore gene-
rico x, allora esiste una, ed una sola, iperomografia u tale che

@ = pac

qualunque sia 4l vettore oc [Intr. 1L, n. 7, 1°].
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La somma di due, o pit, iperomografie ¢ una iperomo-
grafia [Intr. II, n, 4]. ‘ '

Uno qualungue dei due prodotti funzionali di una omo-
grafia ¢ di una iperomografia ¢ una iperomografia. Cioé, se «
¢ omografia ¢ 1 ¢ una iperomografia, allora

aOp, pOa (brevemente ap, pa) sono iperomografie.

PN

Dim. Se « & vettore, allora pr & omografia e «{pax)={(xp)e &
pure omografia;’ quindi ap & iperomografia. Nella stessa ipo-
tesi per « allora o & vettore e plax)= (px)x & omografia;
quindi po & iperomografia. :

In particolare: Uno qualunque dei due prodotti (eguali
tra loroy di una iperomografia per un numero reale ¢ una
iperomografia. Cioé, se . & iperomografic ¢ m & numero si ha

mp==pm e mp é tperomografia.

Dim. Cio risulta da [1] osservando che m (o meglio m®) &
una particolare omografia.

Giova tener presente che: il prodotto di due iperomo-
grafie non é unae iperomografia, poiche se p, v sono ipero-
mografie e a & vettore w(vx), per un teorema precedente,
& una iperomografia e non una omografia.

OSSERVAZIONE. Essendo m un intero non nullo, si pud chia-
mare omografia dell’ ordine m, brevemente H,, ogui operatore
tra m-uple di vettorl e vettori, ¢ operatore lineare rispetto a
ciascun wvettore della m-upla.

Generalizzando la notazione [2] ed essendo y, una H,, ri-
sulta subito che

141 %y o0 X, & TN veltore

e quindi, per » intero non nullo minore di m,
[y @1y voe @, & una H,, ..
Si noti che H, indica la classe delle ordinarie omografie.

Si pud, per analogia, convenire di indicare con H, la classe
vettore.
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Risulta facilmente che: i due prodotti di una H,, per una H,
sono delle H, ., _,, il che concorda con quanto abbiamo detto
precedentemente.

A noi basta lo studio delle H, (vettori), H, (omografie),
H, (iperomografie); abbiamo gia fatto quello delle H, [E. C. V.]
e delle H, [§§ precedenti]; faremo ora quello delle H,. La teoria
generale delle H,, anche in uno spazio a » dimensioni, si trova
ampiamente sviluppata nel libro gia citato Hspaces courbes.
Oritique de la rélativité [Premiere partie, I1[-V].

2. Operatori I,, K, D, V applicati alle iperomografie.

Se f & operatore tra omografie ed enti di una classe U,
e i & una iperomografia, allora il prodotto funcionale di p
per f, ciod fir, & un operatore tra vettori e gli U, perché,
per « vettore arbitrario si ha, per le note leggi generali
del prodotto funzionale

(fwa = fpoe)

e sappiamo che px & omografia.

Stando le ipotesi ora fatte per f ¢ p, ed inolire se f &
operatore lineare tra omografie e gli U, allora fip & un ope-
ratore lineare tra vettori ¢ gli U; il che & evidente.

Se al posto di f poniamo i noti operatori lineari I,
K, D, V (i primi tre tra omografie e omografie, I’ ultimo tra
omografie e vettori) si ottengono, per u iperomografia arbi-
traria, gli operatori

(1] Ly, Ky, Dy, Vy
e si hanno le proprietd, che occorre tener ben presenti:

(2] Ly, Ky, Dp sono iperomografie
Vi & omografia.
Dim. Infatti: px & omografia; I,pax & numero (particolare
omografia); Kpwx, Dux sono omografie; Vux & veltore; e poiche
Ly, Ky, Dp, Vp sono operatori lineari per i vettori resta dimo-
strato il teorema.
OSSERVAZIONE. Anche L, T,u sono operatori tra wvettor: e
nwmeri, ma non sono operatori lineari. Ne segue che mentre I
¢ operatore utile, Ijp e Iu non lo sono.
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Lssendo . una iperomografia ¢ o« una omografia, per la
iperomografia [cfr. n. 1] pa s¢ ha:

(3] ! I(pe) =T,p-a, X(pa)=Kp-a

| D(pa) =Dp-a, V(pa)= Vp.a;
vale a dive per f=1, K, D, V si ha sempre
(3] Slpa) = fir-a

cio¢ U f di po & il prodotto funzionale di o per f.

Dim. Infatti per le leggi generali del prodotto funzionale
e le proprietd precedenti si ha '

Slpojoe == f(u 2o) = ( frr-aje

che valendo per « vettore arbitrario dimostra la [3] e anche
le [3].

Giova osservare che per le iperomografia ap [efr. n. 1]
non si hanno formule analoghe alla [3], poiché pur essendo

J(apw)ae = flo- pac)

I’f del prodotto delle due omografie «, pa nou puo appli-
carsi alla omografia «. Si noti ancora che per f= K si ha

K(ap)r = K(a- poc) = Kpac - Ko

e rimanendo o nel primo fattore non si pud esprimere,
con le mnotazioni fin qui stabilite, il K(ap) in funzione
© di Kz e di Kp. Osservazione analoga per V.

3. Operatori k, k' per le iperomografie.
Se p & iperomografie indicheremo con

kp, k'p

le iperomografie, fanzioni di p, tali che

(3]

[1] (kpyry = pyaxe [efr. n. 1, [2]]
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[2] oo X (K'py =y X pee ()

qualunque siano i vettori w, y.

La [1] esprime che: applicare ky alla coppia (a, y) equi-
vale ad applicare p alla coppia (y,2) e quindi k cambia
Pordine dei due vettori ai quali si applica la iperomografia
per ottenere un vettore. La [2] d& per k' una proprietd .
analoga alla legge di commutazione per 1’operatore K.

Interessa stabilire subito che:

k, k' sono operatori lineari, univocamente determinati
tra iperomografie e¢d iperomografie. In altri termini: se i, v
sono iperomografie ¢ m & numero reale, allora

[ kp, K'p sono iperomografie funsioni di
[3] ? k(p+vy=kp-+ky, kimp)=mkp
UK (p+-v) =K'p + Ky, K(mp)=mk'p.

Dim. Bssendo pyx [efr. n. 1] funzione lineare di @ e di u
esiste [cfr. Intr. II, n. 7, 1°] un solo operatore lineare A, fun-
zione di p ed a soltanto tale che pywx —iy; per la stessa
ragione esiste un solo operatore .’ funzione soltanto di p tale
che X =2X1w e quindi pyx = Axy in un sol modo: %’ & appunto
I’operatore lineare che si & convenuto di indicare con ku, ope-
ratore funzione soltanto di p. In modo analogo per k'p. |

Per i prodotti funzionali di due o tre degli operatori K,
k, k' si hanno le formule notevoli seguenti e delle quali
oceorre spesso di far uso: '

| kk=1, Kk'=1 \ k' =KkK =kKk
[4] j k' = kK= Kk ; (5] ) k = Kk'K = KKK’
. Kk =kK = KK | K=kk'k =Kkkk

ove 1 rappresenta I’ iperomografia identith ¢ non il numero
uno e nemmeno !’omografia identitd 1 ©.

(") I due membri ddlia [2] sono della forma, ben nota, # ><« con w
vettore e « omografin, e sappiamo [cfr. n. 1] che 1 ><x & iperomografia.
Volendo avere forma con soli vettori alla [2] si puo sostituire la seguente

x X (k'n)yz =y X< pxz [efr. n. 1, [2]]

ma ¢ piu semplice e chiara la forma [2].
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Dim. Applicando la [t] si ha:
(kkyp)oy = (kp)yx = pay

che per Darbitrarieta di « e y dimostra che kk = identita.
Applicando invece 1a [2] si ha:

X KKy =y < k'pe=xxpy

e Parbitrarietd di », ¥ da appunto k'k’'—=1.
Applicando le [1], [2] e il teorema di commutazione si ha:

2 X kk'poey == 2 X< Kuyx = y X pexe = x <X Kuzy = 2 <X kK'Kpay,
....................... =y X kuxz =z X Kkuxy,

che per Varbitrarvieta di «, y, 2 dimostrano le due formule
del secondo gruppo delle [4].

In modo analogo per il terzo gruppeo.

Dalle |4], 2° e 3° gruppo operando a destra o a sinistra con
uno, opportuno, degli operatori k, k', K, tenendo conto del
1° gruppo delle [4] e di KK =1 [efr. § 1, n. 7, [5]] si hanno
le [5]. Ad es.,, da kk’=Xk'K si ha k'’kk'=k'kK’K =K, ecc.

Se « & omografie e p & iperomografia si hanno da con-
siderare le due iperomografie pa, ap, alle quali si possono
applicare, ed & spesso utile farlo, gli operatori K, k, k'.
Si ottengono cosl sei nnove iperomografie; quattro di queste
si esprimono mediante «, p e gli operatori ora indicati;
per le due rimanenti si devono [a meno di introdurre un
altro operatore; cfr. Espaces courbes, 1. ¢.] considerare le
omografie che si ottengono applicandole ad un vettore gene-
rico . Si hanno le formule:

'\ K(pa) =Kp-a [efr. n. 2, [3]]
6] j (o) =a-kp
C K (pa) = Ka-K'p,  K(ap) =k'p-Ka

| K(ap)a = Kpa-Ka

7l [ k (poyoe = (kpac)a

Dim. [6]. La prima & gia nota, Per le altre si ha dalle |1],
- [2], da altre proprietd ben note, e ricordando che dal teorema
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di commutazione si ha x < o = (Kxx)X:
k{ap)ey = zpyr = x-kpwy;
a X K (pa)y = y X pawe = (we) X K'py = « <X Ko k'py;
x X K'(op)y =y < ape = (Kay) X per=a < k'n-Kay; c. d. d.
Dim. [7). K{pye = K(xspr) = Kux- Kz
k(nojoey — (pa)yx = pooyx = kpa-ay; c. d. d.

Se 1 & vettore, per la iperomografia > si ha:

[8] k(e X)a = H(w, o),
[9] K'(1¢ ><)oc = H{ac, ),
[10] LEk(ie X)) = LK (1<) = u X,

dalle quali, per « omografia, possono subito ottenersi le
formule, apparentemente pitt generali, per la iperomo-
grafia u >« ricordando che > o == (Katt) X<.

Dim. k{(w >)wey = (4 >)y-x =u X y-x = H(u, x)y;
E'(u <)o = k'Kiu <o = Kk(w <) = KHuw, x) — H{x, u);
I, k(e <)o =T, H{u,x) =« X< x. ecc.; ¢. d. d.

Per gli operatori I,, V, k si ha la formula notevole:
[11] ILVp=—1IVkp.

Dim. Sia 4, j, k il solito sistema unitario-ortogonale. Es-
sendo « vettore arbitrario si ha [efr. § 1, n. 9, [7]]

2Vypx = § APt + v = (i A Kut + o)

e quindi-per 1’arbitrarietd di « '
{a) 2Vp =¢Akui 4+ jAkpj + kA kpk [efr. con formula oracitata].

Dalla (a) si ha [efr. § 4, n. 2, [1]]

91, Vip == — 20 3¢ VR — 2= — 214 5 (V)i =4 e | =
= —2I,Vku; c. d. d.

4. Operatore v per le iperomografie.
Sia p una iperomografia. Chiameremo vettore di p e
lo indicheremo coun la notazione

Vi
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quel wvettore, funzione di p e tale che:

(1]  (vp)Xae=IKpr qualunque sia il vettore ,
ovvero, il che equivale, tale che

[ (vp) X =LK

vale a dire tale che: il prodotto interno di esso (Vi) per un

qualsiasi vettore x & il primo invariante della omografia

che si ottiene applicando ad x la iperomografia I K.
Interessa stabilire subito che: vy, il vettore della ipero-

. mografia p, & un vettore funsione di y soltanto ed univo-
camente determinato.

Dim. I’iperomografia I,k’y & fanzione di p soltanto; il nu-
mero I k'nee & funzione lineare di a e quindi [Intr. II, n. 7, 1°}
esiste un solo vettore « tale che u > x = I, k’'pa per « vettore

PN

arbitrario. Tale vettore « & appunto il vi; e. d. d.

B non & meno interessante stabilire in modo ben chiaro
che: "operatore v é operatore lineare {ra iperomografie ¢
vettori. :

Dim. Che & operatore tra iperomografie e vettori risulta dalla
definizione e dal teorema precedente; che & lineare risulta dalla
[1] od [1'] ricordando che I,, k' sono operatori lineari.

Tra le molte proprietd dell’operatore v citiamo quelle
espresse dalle formule seguenti, nelle quali . & iperomografia
e o & omografia.

[2] v X)=wu, o anche v(u X a)=Kau.
Dalla [1'] e dalla [10] del n. 3 si ha:
v <)} X =1, K (w X)) =uXx; e d. d.
[3] vkp = vp.

Le iperomografie 1, ki hanno a comune il vetlore; ¢

by

questa proprietd é notevolmente importante.

Dim. Si ha [efr. [1']; n. 3, [4]; § 1, n. 7, [8]]
(vEp) >< = I Kkp = LKEp = I K = (vp) ;3 ¢ d. d.



142 [Cap. I, § 6, n. 4]

Invece le iperomografie p, k'p, Kp non hanno a comune
il vettore e si hanno le formule

[4] vE'p =vlp, vKp=vIkp
le quali provano che k’p. e I,n hanno lo stesso vettore
come anche Kp e I kp.-
Dim. Come per la [3] si ha:
(vE'p) x =Lk'k'p = Iy,
(vEu) X =1L k'Kp = I, Kkp =1T,kyu;
operando con v nei due membri estremi e tenendo conto della
. formula [3] si ottengono le [4].
[5] viap) = o v

Il vettore di ap (cioé del prodotto funzionale della ipero-
mografia p per Uomografic «) & il wvettore che si ottiene
applicando « al vettore di p; proprietd assai semplice ed
importante.

Dim. Si ha successivamente [cfr, [1]; n. 3, [6]]
Viap) < =Lk (ap)e =Lk'pKoaxw = vp < Kaw == (z-vp) X @, c. d. d.
Per la iperomografia px si hanno le formule, meno
semplici,
[6'] v(pa) == v(kp- Ka) = vK(a - Kp) = vK(Kp- )
e che il lettore pud dimostrare per esercizio.
Quando « & una diade la [6'] prende una forma assai

semplice e si ha anche una formula notevole per I’ ope-
ratore V:

16} vip-H(ew, v)} = gwd, 2VEk{p H(u, v)} = w A po.
Dim. (a) Applicando formule ben note si ha successivamente:
Vig-Hw,v)} X =1k’ p-H(u, v) e =L H(v u)k'p.-x =

=LH|Kk'pawv, w} = u X< Kk'nov = u < kKpov =
=u X Kypvr = x < pou,

e per Varbitrarietd di « si bha la 1* delle [6].
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O anche volendo far uso della [8] seguente
Vin-Hiw, v)| = p-H(w, v)- 8 + = po(u X §+8 + ,.) == pou,

che dimostra pure la prima delle [6].
(b) Si ha:

kip-Hlu,v)} 2y = | p-H{w, v)] gy = w X ypoe —= H(u, prz)y
¢ quindi per arbitrarietd di y,
k| H(w, v) | 0 = H(w, pvr);
applicando 2V ai due membri si ha
[2VE | p-H(w, v) | Joe = w/\pox
che per I’arbitrarieta di x dimostra Ia 2* delle [6].

B di notevole importanza il teorema seguente.

Se I’ iperomografia p é operatore tra vettori ¢ numeri,
cioé, per x vettore arbitrario, poc ¢ namero, allora per il
vettore di y si ha:

[7] (V) X =p, ciod (vp)X o= pxr.

Dim, Se i, j, £ & terna unitaria-ortogonale e teniamo pre-
sente che, per le ipotesi fatte, né, pj, pk sono numeri, allora
applicando 1a [1] si ha: :

(vp) X e =T k' pe =1 < (Kpx) + ... + =
= X (PE)E 4 e - wee = PE X E A wie e =
=@ X ted 4+ v + o) = pac; 6. d. d.

Infine, essendo p iperomografia qualunque e #, j, &
terna unitaria-ortogonale, si ha la seguente espressione
di vp, della quale non & peraltro necessario in generale
di far uso:

(8] v == pii 4+ pij + pkk.

Dim. (vp) X x =Lk pe =i <X (Kpae) + .. + oo =
= X (Pt 4 v -+ 1)y €0 do do

La [8] pud del resto essere utilmente applicata in taluni
casi; e ne diamo ora un esempio,
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Essendo ¢ una iperomografia, & noto che Vyu & una omo-
grafia. In conseguenza VVyp & un weftore. Ora per tale
vettore si ha:

9 4VVp = v(Lkp — kp).
Dim. Si & trovato [efr. § 6, n. 3, [10], (a) della Dim.]
2Vp — i AKME 4+ o - e »
col noto significato di ¢, j, k. Allora si ha {efr. § 4, n. 2, [3]]
4VVp = (I kpé — kpé)i + ... + ...
= Lkpdt + wo 4 oo — K288 — oo — 0
che per la [8] d& subito la [9].

Nelle stesse ipotesi per p si ha che, per w vettore
arbitrario,

| prew =0 solamente quando (I 4+ kp=0
?uxmm:O » » 1+k1+k+Kkp=0

come il lettore pud dimostrare per esereizio ().

Nora I. Omografie e iperomografie nel piano.

Resta stabilito che in questa nota & & un vettore wunitario,
e che si considerano i wvettori normali @ k, i quali formano un
sistema lineare o due dimensioni. Si ammettono note le proprieta
degli operatori i, x + iy, €%, e le osservazioni relative alla nota-

zione incompleta i e alla impossibilita di identificare i all’ente

algebrico V —1 [ef.r B. C. V., pp. 57-72; pp. 225-238].

1. Un operatore lineare che trasformi wvettori normali ¢ k
in wettori normali @ Kk si chiamera ancora omografia vettoriale,
nel campo dei vettori normali a k. Se « & una di tali omografie,
la notazione ax ha significato nel solo caso che x sia wvettore
normale a %; negli altri casi & priva di signifieato perchd il

PN

campo di applicabilita di o« & costituito dai soli vettori normali

(') Analogamente, se « & omografia, si ha w ><aw =0, per © vet-
tore arbitrario, solamente quando Dux =0, ¢iod (1 + K)x =0,
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a k. Se #, y, ¢ sono numeri reali, allora i, x -+ iy, €%, tutte
del tipo generico x + iy, sono omografie per i soli vettori nor-
mali a k.

In tutto eid che segue intendiamo, — senza bisogno di ripe-
terlo esplicitamente in ogni caso, — che «, B, ... sono omografie
per i vettori normali a k; m, n, @, &, y,... Sono numeri reali;
By oo Wy our Ty e VOLEOri mormali a k. Come pure dicendo sempli-
cemente omografia intendiamo omografia per ¢ vettori normals
« k. Inoltre indiecheremo con %, j, k¥ una terna unitaria-ortogo~
nale-positiva, e, naturalmente, ¢ ed j saranno normali a &,

2. Lie omografie proprie o degeneri, le direzioni nulle, le
direzioni doppie si definiscono come per le omografie generali
nel eampo a tre dimensioni [cfr. Cap. I, § 1, nn. 1, 2,3}, e
si ritrovano, in modo ovvio, proprietd analoghe a quelle note;
sebbene in un campo piu ristretto; ad es., se « & degenere,
ax ha direzione (se non & nullo) indipendente da a.

Per gli invarianti, abbiamo soltanto I, e I,; si ha [cfr.
Cap. I, § 1, n. 4).

uN\v X Ek-Jjo=vAk X aw+ EAu X av,
wA\v X kedyx = (aw) A\(av) X k

1)
e in particolare per il sistema ¢, j, k.

2) La=1i¢Xai +jxoj, Ia=/(w)\(oj <k,
dalle. quali si ha, per m numero,

29 Iim =2m, I,m=m?

Dalle (1), e come si & fatto per le omografie generali [cfr.
Cap. I, § 1, n. 6] si ottiene per « la identitd del 2° grado

(3) o — Lo + Lix =0,

La & & degenere [cfr. Cap. I, § 1, n. 5] solamente quando
Ta=—0.
Per la coniugata di « sussiste ancora il teorema di commutazione,

(4) x X oy =1y < Kax

con tutte le proprietd di K |efr. Cap. I, § 1, n. 7]; avendosi
inoltre:

(5) Ki=—i, K@+iy)=x—iy, Keit = eic.

Burali-Forti e Marcolongo 10
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Per gli operatori D, V si ha ancoera [cfr. Cap. 1,§ 1, nn. 8, 9]
(6) Dx=(x+ Ka)j2, 2VaxX xAy=y>Xaxr —x X ay;
e da quest’ultima risulta ancora
{(7) 2Va =i A\t + jA%)
la quale prova che Va & vettore parallelo a %, ciod che
(8) Vo =k < Va-k.
In conseguenza per la scomposizione di « in due parti, una
della quali & Dz, si ha:
9 w=Dx+ kx Va-i, Ka=Dxz— k> Va-i
3. Esaminiamo le omografie particolari [cfr. Cap. I, § 2].
La generica assiale, u/\, si riduce nel campo dei vettori

normali a & ad un multiplo di i, cioé & della forma mi.
Le dilatazioni ammettono (almeno) due elementi uniti ortogo-
mi, nj)
i, J)’
Per le diadi si conservano notazioni e proprieta; soltanto
si ha

(10) Hii, i) + H(j,j) =1, esattamente 10

nali, ciod sono della forma generica oc:(

non comparendo pit il vettore & [efr. Cap. I, § 2, n. 7, 311,
Si possono considerare le coniche indicatriot, ece.
4. 17 omografia o & sempre riduttibile alla forma generica

1) % o =m + ni + sH(a, @) = rei® + sH{a, a)

essendo @ vettore unitario normale a k.

Dim. Siccome Da & una dilatazione si ha, dalla (10),

D= (0 V) = pBG, i)+ 415, = g+ (0 — OHLG,
allora per la 1* delle (9) si ha per o appunto la forma (11).
La (11) prova che: I’ omografia generica o é la somma di un
quaternione di asse & con una diade. Dunque i quaterniont
non possono dare da soli tutte le omegrafie per i vettori
normali a %; il che & contrario alla pretesa dei quaternionisti
di ottenere tutto il ealcolo omografico per mezzo di quaternioni.
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Dalla forma (11) si trae subito
ix — @i =8| H{a, ie) + H(ia, a) |

e quindi si ha ix=2xi solamente quando s =0, vale a dire:
Uomografia o é un quaternione nel solo caso che essa sia coms
mutabile col quaternione i.

b. I’operatore R [efr. Cap. I, § 3] non ha il suo corri-
spondente per i vettori normali a k&, perché (xx)Aay e xAy
sono entrambi vettori paralleli a k.

Nel campo dei vettori normali a & la Rx viene, in parte,
sostituita dalla Ce, ciclica di «,

(12) Co=12—~2
poiche dalla (3) si ha subito
(13) 6-Cax =TI,z

¢ quindi per « invertibile, cioé I,a3=0,
1
R -l
(14) o _._Iza(mc.

6. Per le ¢somerie si hanno ancora le condizioni

Lu==1, «Ku=Kxax=1
e quindi:
per I,x—=-+1 la o & della forma ei?;
per I,x =—1 la o & della forma 2H(a,a) — 1 con a?=1,

Le similitudint sono ancora i prodotti delle isomerie per
numeri.

7. Per le iperomografie, e, in generale, per le omografie di
ordine m, sussiste quanto si & fatto nel campo vettoriale a tre
dimensioni [efr, Cap. I, § 6], naturalmente quando i vettori
cui si applicano le iperomografie ecc. sono tutti vettori nor-
mali a %. [Ofr. anche il citato libro Espaces courbes ecc.].

HsERC1ZI,

[1]  ILm =2m, Im —=m? Om —=2m, Km=m, Dm=—m, Vm=0
{2 Li=0, Li=1 Ci=—1i, Ki=—i, Di=0, Vi= &

51 | Ti#® =2 008, Lets =1, Oelo == g~
Bl ket = e~i7, Deiv == cos ¢, Vel? =sen -k
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| Se o= rei? + sH(a, @) con a*=1 si ha:
[4] Y Ko=re—io + sH(a,a), Da=1rcosp+ sH(a,a), Va=rseng-k
Toa=2cosq-+8 Im=1"+1rscose
[6] O%=gq, O~la=Cg Cx*=(L2)*—Laa— Lo, Cat=aflx
[6] Ty (x+B)=T,x+ L3+ L LB — 1, (af) =
=L+ L3 +1,(x-C3+ §-Ca)/2
[7] LBe)=13-Tyx, 2V(32) = 2V(DB-Dx) + I,3-Va + Lz VB,
Vat=TaVa
[8] Se, e solo in tal caso, (I,x)? — 412> 0V omografia « ammette
direzioni unite che sono quelle dei vettori

2z — | La =V (L) — 4Lzl
essendo x vettore arbitrario normale a k.

[9] Esiste una, ed una sola, omografia A nel campo a tre dimen-
sioni, tale che Ja = ax, Kix normale a k per normale
a k e As—0. La omografia L si chiamerd generalizzata
di o, e si indichera con la notazione Ge.

Gz = G3 solamente quando a=3 -

[10] § G(a + B) = G + G, Gmo) =mGa, G(ad)=Ga G}
@Go* = (Ga)" per n intero positivo

[11] Gi=k\, Gm=mi{l— H(k, k)]

Geiv==cos @-{1 — H(k, k)| + sen -k A

Rotor (¢, k) = Gelt + Hik, k .
2] | aRotorg’ o G Fh k; [efr. Cap. 1, § 5, n. 3, 1], [2]]

I 1
(18] Ga—'= i% 1— H(k, k)| — 7, Go per o invertibile
2

" La=1Gx, r=1,2
(4]} ¢Ra— KGx, GDx=DGa, VGaz=Va.

Nora II. Forme cartesiane.

Un sistema cartesiano di riferimento si stabilisce sotto
forma assoluta dando: un punto O, origine delle coordinate; tre
vettori wnitari, i, j, k hon complanari (¢/\j>< k== 0) che indivi-
duano i tre assi e le loro direzioni positive e mnegative. Per un
punto qualunque P e per un vettore w si ha’

(a) . P:0+;xi+yj+zk, u—=at + bj + ck
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e o, y, # (esattamente 1, x, y, 2) sono le coordinate di P rispetto
al sistema O, i, j, k e a, b, ¢ sono le coordinate di w rispetto
al sistema ¢, j, k. ' .

Le (a) hanno ancora forma assolute, come sono assoluti gli
elementi di riferimento; non solo: nelle (a) compariscono gli ele-
‘menti di riferimento, mentre quando si fu uso delle forme ordi-
narie cartesiane si hanno soltanto i numeri , ¥y, 2, ovvero a, b, ¢
e gli elementi di riferimento sono sottintesi con possibilita
di equivoei,

Se nelle questioni da noi sviluppate nel Cap. I si fa uso
delle forme (a), allora si passa dalle forme assolute a forme
miste cartesiane e si pud passare da quelle alle forme puramente
cartesiane nelle quali non rimane pitt traccia degli elementi
di riferimento.

In questa Nota diamo aleuni esempi di forma mista carte-
siana con un duplice scopo: fornire al lettore, che conosce sol-
tanto i metodi cartesiani, un confronto fra questi e le forme
assolute; passare dalle forme cartesiane ordinarie (ridotte prima
a forme miste con le (a)) alle forme assolute. Si intenda pero
bene che & da sconsigliarsi 1’uso sistematico delle coordinate,
o anche seguire il deplorevole sistema di alcuni autori che
trattano prima le questioni con le coordinate e poi passano
ai vettori, ciod alle forme assolute.

Se 4, j, k sono vettori non complanari allora I’omografia «
& determinata guando siano dati i nove numeri a,, tali che

[ ot == @,, + @,,) +a,k
(1 {af == Qg t + GypJ + Gy3K
| ak = a5, -+ a,,J + ak.

Le relazioni (1) sono assolute; non conviene peraltro assu-
merle per definire la omografia . Dalle (1), assolute, si passa al
quadro, o matrice

“ Ay Gy Qg3 ”
gy Ogy Cbgp |
@3, Ugy U3

1)

che, quando si fa uso di sole coordinute, si dice che rappresenta
(come?, perche?, quali sono gli elementi diriferimento?) un’omo-
grafia a. Si capisce che il quadro simbolico (1'), oltre che essere
ingombrante non pud comparire, come a, nei calcoli e nelle
formule.
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In tutto c¢id che segue noi supponiamo che 2, j, k sia sistema
unitario - ortogonale- positivo, (coordinate cartesiane ortogonali)
facendo notare che in quelle formule assolute nelle quali com-
parisce un numero pari di volte uno dei vettori 4, j, k, si puo
anche considerare il sistema negativo. Il lettore pud considerare
il caso 4, j, ¥ sistema unitario non ortogonale (coordinate car-
tesiane oblique) e troverd formule cosi complesse da risultare
doppiamente inservibili.

Qualunque sia il vettore » si ha identicamente [B. C. V.}

Kow = X< Koae-i + j < Kaw-j + kX Kok =
=X att+u X ajej+ uxX ok -k;

ponendo al posto di u successivamente ¢, j, k si ottengono i
vettori Kai, Kaj, Kak, sotto la forma (1) cambiando le a,, in a;,
e lo stesso (cambiando le linee in colonne e viceversa) nel
quadro simbolico (1’); e si ha cosl il passaggio cartesiano da o
alla sua coniugata.

Se, ancora, i, j, k & sistema unitario-ortogonale-positivo
e o & una isomeria, allora la condizione semplice x-Ka=—1,
da ancora per il quadro (1') le forme complesse

A? 0,7+ A, =1, @0 + @y + Q30 =0, perr,8=1,2,3edr==8

| s ayy |

a,,_l ty, Gy | @1y = .urey ©CC.

Dalle [2] del § 1, n. 4 si ha subito

(2) Laz=a,, + @y + ag,
(3) I,oc:l gy Qg3 l I A3z A3, !_'_I A @y |
: [ @y, g | A3 O | l Qg1 Oy |
Ay Ay Oy
(4) Lg=| @y @y as |,
A3y O3y Qg3

i secondi membri di queste si presentano nei calcoli cartesiani
sotto la forma complessa ora data; dimostratane 1’invarianza
(lango ealcolo con determinanti) si possono abbreviare con le
notazioni dei primi membri; ma anche c¢io fatto non si evita
la forma complessa effettiva e non si ha il significato geome-
trico degli invarianti di «.
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Ricordando che Rai — Ra(j A\K) = (zj) Aak si ha subito

Roi :| Ay Qg l .+| Qg3 g l.7+| Agy Qgy ,k

| g ag, | | ags a5, | | g, @ I
(5) Rocj e T I I I
| T e

forme (sebbene miste) assai complesse e per le quali si inten-
dono ripetute le osservazioni fatte sopra a proposito degli
invarianti.

Si noti che il quadro simbolico (1’) per la Ra ha per ele-
menti dei determinanti del 2° ordine. Si noti pure quali lunghi
caleoli di determinanti occorrerebbe fare per determinare le
semplici relazioni [efr. § 3, n. 3] tra gli invarianti di « e di Ra.

Per il vettore di « si ha [efr. § 1, n. 9]

(6) 2V = (@yg — @ye)d 4 (@31 — @13)J + (@ — @5))F

e quindi il quadro (1) dice che « & dilatazione (Va=0) sola-
mente quando @, = da,,. per r, s=1, 2, 3.
Ricordando [cfr. § 1, n. 10] che Da—=a — (Voc)/\ si ha:

1 1
Dai = a,, + 5 ()5 + Ag)J + 5 ()5 + ag)k

(M) 02 B

Dok == s v vt e v s s s oo s e e e

altra forma complessa.
Di qui risulta che o & assiale, cioé Do = 0, solamente quando

&, =0, per r=1, 2, 3 ¢ a,,— —a,, per rd=senr s=123,
che si compendiano in
| a,, + a, =0 per 7, s=1, 2, 3;
in tale ipotesi si ha dalla (8)
Vo = @t + a3,) + a, k.

Se in lunogo di 4, j, K seriviamo 4, 4,, 4, allora (cfr. § 2, n. 7]
si ha

(8) o= Za,H(¢, i), 1, 8=1, 2, 3.



152 [Cap. I, § 6, n. 4]

La (8) da P’ omografia « mediante le nove diadi indipendenti
H(,, ) e i nove numeri a,, che, rispetio alle diadi H(,, ¢,), sono
le coordinate di «. Forma estremamente complessa; ed & quella
usata sistematicamente dal GIBBS.

Alcune forme assolute semplicissime tradotte in coordinate
danno luogo ad identitd dalle quali non risulta piu il carattere
geometrico degli enti geometrici. Prendiamo, ad es., il teorema
dai commutazione

(a") u X< o’ = u' < Ko
al posto dei vettori », #’ poniamo
u=at + bj +ck, uw=a%+bj+ck,

sostitniamo nella (a’) tenendo conto delle (1) pe1 o e delle ana-
loghe per Ko; si ha I identita:

(ad'a,, -+ ab'a,; + ac’ay) + (ba'a,, + bb'agy + be'ag,) +
+ (ea'a,; + eb'ag; + od'ay;) = (@'aa,; + w'ba,, + a'ca ;) +
+ (Vaay, + b'bay, + boayy) + (6'aag, + ¢'bag, + ¢'oay,)

e non crediamo sia necessario insistere sul non valore di questa
complessa identitd (?).
Le ordinarie formule

{ Y1 ==an¥, + Qg &y + Q5,5
(8) ‘( Yo == O3 &; —+ Qplly + Q3 X3
| Yg =030+ Qpyly + Qg%

() 11 teorema di commutazione trovasi sotto forma cartesiana (per
il caso di » dimensioni) in Jacobi (Werke, t. III, pag. 26), il quale
considera le coordinate dei vettori

(@) u=ax, v=—Kazy

e dice che tali coordinate formano due sistemi coniugati di funzioni
lineari omogenee delle coordinate dei vettori @ e y; poi osserva che
tali sistemi sodisfano alla relazione

) yXunw=x>Xv cioe (b) ¥ X aae = x X Kay.

Viceversa, 8e 8i ha w =ax, v =28y, ¢ si suppone verificata la (d),
si trae p=Kx«, quindi le coordinate dei vettori e, v formano due
sistemi coniugati.
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che rappresentano in forma cartesiana una sostituzione lineare
(od omografia) si possono ridurre molto facilmente a forma

assoluta.
Considerando ’omografia vettoriale « definita dalle (1) e

ponendo:
P =04yt +y,j+ ysk, P—=0 -+ i+ u5,J+ x;k,
poi moltiplicando le (1) per x,, ,, «;, ¢ sommando si ha, tenendo
conto delle (8): ,
(9) P — 0)=P — 0,
quest’ unica formula semplicissima equivale alle (8).
Se « & invertibile, ciodé I,x3=0 si ha dalle (9):

P— 0=a""(P — 0)=RE«P — 0)/I0, ecc.

L’ ordinaria forma quadratica
2 2
01122 Qg y® - Gggiy® = (A + 0y )0,00, + (G5 ~+ €y 01285 - (Qyg ~+ Bgy) 0505

equivale a
(P— 0) < ofP— 0), ecc. ece. (1)

(%) Cfr., per riconoscere quali espressioni cartesiane sono riduttibili
a forma assoluta, ciod sono énvariantive: T. Boaeio, Sul caratiere
invariantivo di espressioni vettoriali (Rend. Palermo, 1911).






Cariroro II.
FUNZIONI DI PUNTI. OPERATORI DIFFERENZIALI

§ 1. Derivate rispetto ad un punto.

1. Derivate di punti, vettori, omografie rispetto ad un
punto.

Il punto P vari in un campo continuo a tre dimensioni
in modo del tutto arbitrario. Se I & un ente funzione di P
appartenente ad una classe U, é noto [cfr. Intr. IiI, n. 6]

che
dh

i derivata di h rispetto a P

&: quell’ operatore che applicato ad un qualsiasi differen-
ziale 8P di P (che é un vettore), produce il corrispondente

\

~ differenziale 8h di h che & un elemento di U,

dh
P 5P.__ gh.

Notando che &P & vettore arbitrario [efr. Intr. III, n. 4],
segue che se w & un qualsiasi vettore, allora

apr

é pure un elemento della classe U.

Se poi h & funzione dei punti P,, P,,.., variabili indi-
pendenti in campi a tre dimensioni, allora si possono con-
siderare le derivate parziali JhjoP,, Oh/OP,,.. di h rispetto
a P, P,.., il differenziale totale dh di h e le derivate suc-
cessive, con significato gia noto [efr. Intr. III, nn. 5, T, §]
tenendo ben presente che i differenziali dei punti P,, P,,...
sono wvettori.
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A noi interessa considerare i casi nei quali b &, 0 un
punto @, o un vettore w, o una omografia o funzione del
punto P (o anche funzione di punti P, P,..). Per questi
casi & necessario tener ben presenfe che:

S dQ du

\ ap’ aP
{ Lo
? P é una iperomografia [cfr. Cap. I, § 6, n. 1]

sono omografie [efr. Cap. I, § 1, n. 1]

perché
du

dQ
dPaP—aQ, dPaP_Su

sono vettori e

dPaP_-aoc

& una omografia.

Si tenga anche presente che: se m & numero reale rela-
tivo, cio® una particolare omografia, dm/dP & iperomografia
e precisamente operatore tra vettori e numeri.

La derivata del punto @, funzione di P, rispetto a P,
pud sempre ridursi alla derivata di un vettore rispetio a P;
precisamente si ha:

dP dP °’

con O punto fisso arbitrario.

Perche essendo d0 =0 si ha identicamente dQ —= d(Q — 0).

Conviene esaminare il caso particolare «=m con m
numero reale. Sussiste ancora la seconda delie [1] ma, per x
vettore arbitrario

[3] 'i’;)oo & un numero (omografia particolare).

Se ricordiamo che, per h numero reale, e sottintendendo
Poperazione ©, si pud scrivere, indifferentemente, ha, ach
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per indicare il prodotto del vettore x per il numero h allora
si ha:

dm dm

[4] =

aPX T A

Dim. Per «, y vettori arbitrari, ed essendo (dm/dP)y un
numero si ha:
am dm am,

k«TP“y”dwa_” apY?

che per 'arbitrarieta di y dimostra la [4].

B si noti che k(dm/dP) non & identico a dm/dP e che
questi due elementi sono legati dalla [4] che & una forma
inesatta di serittura non avendo fatto uso dell’operazione ©,
cioé avendo identificato hae ad ah. Queste inesattezze di
forma non conducono ad inconvenienti purché si tenga
ben presente la [3].

-Si ¢ gid convenuto [efr. Intr. I1I, n. 6] di porre
d . dh

aP"=up

d o
vale a dire di indicare con P I’operatore (leibniziano), che

applicato ad h, funzione di P, produce la derivata di h ri-

spetto a I’. E si¢ tenga ben presente che: ;l—-P é P unico ope-

‘ratore differenziale (¢ implicitamente si comprendono gli

aaP per le derivate parziali) del quale si fa uso

nel calcolo assoluto che noi esponiamo. Gli operatori parti-

operatori

colari div, rot, grad, Rot, A, A’ sono delle funziont di 54 dP ,

e quindi, pur essendo utili o necessari per abbreviare la
serittura, non é «ffatto vero che il nostro metodo assoluto
richieda un gran numero di operatori differenziali, poiche,

a rigore, ne basta uno solo il d
gore, 1ste ip"
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Se u, & una iperomografia, ciod una H,, dp/dP & una H;
[efr. Cap. I, § 6, u. 1]. Analogamente se nn; & una H; allora
dyu,/dP & una H,; ¢ cosi di seguito. Basta questo fatto per
gtabilire VU esistenza delle H, e la loro wfilita nel calcolo gene-
rale assoluto. Noi c¢i limitiamo alla cousiderazione delle H,
poiché esse bastano per le ordinarie applicazioni fisico-mecca-
niche; ma dal libro gid citato, Espaces courbes ecc. nel quale
la teoria delle H, & intieramente sviluppata, risulta che le H,,
almeno, sono, insieme alle H, (omografie) e H, (iperomografie),
indispensabili nelle questioni fondamentali di Geometria. A con-
ferma della ora indicata indispensabilita basta citare il metodo
dello SCHOUTEN, che taluni (troppi) applicano alle questioni
fisico-meccaniche-geometriche. .o SCHOUTEN, dopo un calcolo
vettoriale eccessivamente complesso per notazioni e concelti
Sfondamentali, & costretto a introdurre, col Rioo1, sistemi multipli
che non sono assoluti perché dipendenti da coordinate e le
derivate covarianti ecc. pure non assolute perche dipendenti da
una forma quadratica che non & funzione dell’ ente geometrico
considerato, ma della sua rappresentazione in uno spazio euclideo
[efr. Espaces courbes, 1. c.], rappresentazione che & in nostro
arbitrio.

2. Derivata secondo una direzione.
Avendo h il significato stabilito nel n. 1 ed essendo
un vettore unitario, I’ elemento, della classe U,

dh
[1] d—P“'u

& cio che comunemente chiamasi,

derivata di h nella dirvezione del vettore .

Infatti, se al differenziale dP si da la direzione di u, vale
a dire si pone

dP — cu,
allora si ha, essendo & un numero reale,
dh 1 dh dh
ap = cap =

e poiche, essendo w wunitario, il valore assoluto di ¢ & il modulo
di dP, risulta che (dh)/z & precisamente: il rapporto tra I’ incre-
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mento di h ¢ Uincremento della wariabile indipendente P mnella
direzione di w, ciod !’elemento [1] ha precisamente il signifi-
cato indicato. :

OSSERVAZIONE. La forma convenzionale che si da ordina-
riamente alla [1] @

ah
[a] qu

ove si intende che » (numero) indichi la direzione nella quale
8i fa la derivata. Ora & chiaro che un numero non pud indicare
una direzione; e anche se si pone dP = du.u non risulta defi-
nito w. La notazione [a] & dunque da escludere come uso siste-
matico. Noi ne faremo qualche volta uso nelle applicazioni,
non come notazione effettiva (che in tale senso non & suscettibile
di definizione) ma soltanto come notazione abbreviata.

3. Derivata di un prodotto vettoriale o interno.

Siano wu, v, w dei vettori funzioni del punto P.

Per la derivata, rispetto a P del vettore wAv e del nu-
mero wX v, la prima omografia, la seconda iperomografia,
si hanno le due formule notevoli:

d(up\v) dv die
1 —ap ~“Ngp TV N\ Gp

diuxv) (. du ) dv
2] T“(Kﬁ’ﬁ”)x*(K*dp”)X

Dim. Si ha per proprietd ben note dei differenziali e del _
prodotto vettoriale e interno [cfr.; Intr. IIT, n. 4, (b); E. C. V.]

dlu \v)=uAdv —vA\du= (u/\ %———v/\ g——%)dl’,

dv du
d(uxv):uxdv—f-vxdu:ux(—zT)dP+fv><ﬁdP=

dv du
:(Kd_f’”_*_K@ v)de; ¢. d. d. [efr. n. 1].

Se il vettore wu, pur avendo direzione e verso variabile
con P, ha lunghezza costante, cio® w* = cost, allora si hanno
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le due proprietd notevoli:

du du

[3] K—(_Z? 75:0, IS‘(I-P‘

=0, per u®= cost.

Dim. Dalla [2] per ¥ —=u si ha 0=2 K(du/dPju=0 che
dimostra la prima delle [3]. Questa esprime [efr. Cap. I, § 1 n. 2]
che K(dw/dP) & omografia degenere e quindi vale la seconda
delle {3].

Le due formule seguenti, meno importanti delle [1], [2],
[3] sono immediate conseguenze delle [1], [2] e il lettore
pud dimostrarle per esercizio.

[ dut du
" ar =KpH
dmodu du u
( T“(Kﬁmodu)x’ per mod e =0
Cdu N NvXw)
dP _
5 3Kdu(v w))>;+§Kﬂ(‘ w) ><+3K£l~u—}(u/\v)a><
(B Gp AW X K ap (oA ap |

4. Derivate di I,«, Ko, Da, Va.
Se o & una omografia funzione di P e f & uno qualunque
dei noti operatori I,, K, D, V si ha:

Afz) . do '
{1 d‘;), :f’(z‘jja per f=1,, K, D, \4

ovvero, sotto altra forma, applicando ad un vettore ac ar-
bitrario

r difo) ~ fdo

[ s w__;(ﬁw).

Dim. Cid risulta subito osservando che f & operatore lineare
e ricordando il significato di fi [efr. Cap. I, § 6, n. 2] ove p
& la iperomografia [cfr. n. 1] d«/dP.

Si noti che d(fz)/dP & iperomografia per f=1,, K, D,
mentre & omografia per =V, perché f« &, nel primo caso
omografic e nel secondo & wvettore.
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5. Derivate di prodotti e potenze di omografie.

Siano «, B, 7,.. delle omografie e m numero reale fun-
zioni del punto P.

Nelle applicazioni si ha bisogno di calcolare la omografia
che si ottiene applicando la derivata rispetto a P della
omografia f«, (prodotto funzionale di « per B), ad un vet-
tore (generico) a; ovvero, per « invertibile, si ha bisogno
di calcolare la omografia che si ottiene applicando la deri-
vata rispetto a P della omografia «~*, (inversa di a«) ad
un vettore (generico) s. Si hanno le due formule importanti:

dfe) dx @8

) ap ” p PO P
da—! i, do L iy
[2f P =T gp e !, per o invertibile.
Dim. Si ha identicamente :
B(Ba) = BB + 3B-a,
(Ba) d
() —d%ap——ﬁ- 225P 4 BaP.a

che dimostra la [1] perché 3P & un vettore arbitrario (x).
Da ax'=1 si ha differenziando
oS - Zoeo— = 05
operando a sinistra con o'

St = — a1 0ot da cui

(b) 5 P =—u .(%_% 5P.a—!

che dimostra la [2] perché 3P & vettore arbitrario.

~ Le [1], [2] hanno forma alquanto diversa dalle formule
che danno la derivata di un prodotto algebrico o dell’in-
versa di una funzione. Si riducono peraltro alla forma ordi-

naria quando al¥’ operatore %, applicato ad omografie

d

R PREEY ' - - 11
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R d . .
si sostituisca U operatore k ap’ precisamente si hanno

d
le formule notevoli:
d(ﬁoc dﬁ
3] W) — gk 0%+ ke
do—! . oy
(4] k_d? =—oa"tk _P .a—!, per « invertibile,

e in tali formule non comparisce pilt come nelle [1], [2], il
vettore o ausiliario.

Dim. Dalle (@), (b) della Dim. precedente si ha [cfr. Cap. I,
§ 6, n. 3, [7]]

B“ 3P = p—ap k( & -oc)SP

doa™? do. —
aP oP = — -k(k a—P 1>51);

ora il &P, arbitrario, pud esser soppresso nei due membri; dopo
aver soppresso si operi nei due membri con k e si otterranno
le formule [3], [4] |efr. Cap. 1, § 6, n. 3, [4], [6]].

Bssendo ma = am, allora per la delivam di me rispetto
a P non vi & bisogno, come nelle [1], [2], del vettore @« e
nemmeno deli’operatore k, come nelle | 3], ], e si ha

dme)  da dm
(5] ap —"aptap
Dim. S(me) = m+8 + ot-Em = BP -+ oc- /P ece

Analogamente si ha:

dm—t _,dm-
[6] W—-—?n -ﬂ), per 7114:0

e le [5], [6] hanno forma identica alle corrispondenti for-
mule per le funzioni numeriche.
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Vi & appena bisogno di osservare che dalle [1], [3] si
ricava in modo ovvio:

- d(vBa) . da dap dy

7 ap = pe A pae + gpe-be,
d(yBe) do dag (ly

[8} k- ar _lp'k(ﬁ—l—\"kdl) _‘—k B

e analogamente per il prodotto funzionale di quattro o
pitt omografie.

Le formule precedenti danno immediatamente le deri-
vate di potenze, ad esponente positivo, di omografie:

‘ doc2 — do - do o
ar” ap® Tap™
[9]
do? do do
'\ kip=*kgp T Eip”
[ dad , do do. do .
[IO] s QT).’B——-OC ';[Pw -1~ d-;ITw'd+;l?w'd
(l da do.
’\ =0t kgptakypatk g

ecc. per «f, «°, ... con forme non simili a quelle dell’ Analisi,
poiché il prodotto funzionale delle omografie non & com-
mutabile in generale.

Per le potenze ad esponente negativo della « inverti-
.bile basta osservare che

do="  d(a™)*

[11] dPp — dP ’

« invertibile, 2 intero positivo,

per ridursi ai casi precedenti.
Per il numero reale m, funzione di P, si ha ovviamente

dpP dP

‘l dmnw nemnt (—lﬁm
[19] ap = dpP
’ kdm =n-m"" ‘kdﬂ
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per n intero (non nullo) positivo o anche negativo purche
in tal easo sia m 3=0.

6. Condizione necessaria e sufficiente affinché «d P sia un
differenziale esatto.
- EBssendo a una omografia, funzione di P, il vettore adP
puod, o pur no, a seconda delle condizioni, essere il diffe-
renziale, du, di un vettore @ pure funzione di P. Si ha
il teorema.

Se o ¢ omografic funzione di P, allora

[1} adP é un differenziale esatto,

cioé esiste un wvettore w, funzione di P, tale che

(1] «dP =du, cioé o _;lTJ (oc e la derivata di un vettore),
solamente quando:

do do
2l iP = P

vale a dire: la [2] é la condizione necessaria ¢ sufficiente
affinché si verifichi la [1].

Dim. Rispetto al sistema cartesiano ortogonale O, i, j, &
[B. C. V.] si abbia
P=0 + xt + yj + 2k.

Allora P ed « sono funzioni delle variabili indipendenti x, y, 2.
Si ha evidentemente

(@) adP =qi-dx +aj-dy + ak-dz

e il secondo membro della'(a) & un differenziale esatto solamente
quando si ha, per un noto teorema di Analisi (}),

Ag)  flak)  dlak) ood)  oat) _ 2(xj)
oz T ey’ ex T ez’ oy T i

(1) Tale teorema si riferisce a funzioni numeriche; ma si estende
subito al caso (a), osservando che per a vettore costante arbitrario

XadP = g X ai-de 4+ « ><oj-dy + ax<ak-dz
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alle quali, poiche aP/ox =4 ecc., si danno ovviamente le forme

o ad oo

dot G . . 0,
ﬁ)zk_a—sz, ﬁ’”_aP”

o b
ﬁ)kJ——aPJky
le quali danno, concordi, {efr. Cap. I, § 6, n. 3, [1]] appunto
la condizione [2].

N. B. - Per la dimostrazione ora fatta ci potevamo riferire

senz’altro alla condizione [cfr. Intr. IIl, n. 8, f)]

Sa+dP —dx-5P ivalent EEBP dP——-ﬁdP P

o-dP = do-0P, equivalente a 75 3P.dP == d P
che a sua volta equivale alla [2] essendo dP, 3P arbitrari. Ma
abbiamo voluto sviluppare completamente Ia dimostrazione che
nell’ Intr., 1. ¢, & stata in parte accennata, avendo rimandato
il lettore al completo sviluppo fatto in FEspaces courbes, p. 53.

7. Derivata di « e alecune sue applicazioni.
Sia a omografia, m numero reale e u vettore, funzioni di P. -
Nelle applicazioni & della massima importanza saper
esprimere la derivata, rispetto a P, del vettore aw, me-
diante «, w e le derivate di questi rispetto a P. Si hanno
le formule notevoli seguenti:
[ d(oee) "0 — du % - da .
dP =7 dP’ dpP
con x vettore generico arbitrario. Oppure, indipendente-
mente da a,
dlow)  du do

(2] P = aptEap"

¢ anche qui, come si & osservato nel n. 5, vale la forma
ordinaria dell’ Analisi, purché

¢ notando che, per un noto teorema funzionale [efr. Intr. II, n. 7, 1°},
se il numero @ ><adP & un differenziale esatto, dm, questo si deve
porre sotto la forma d(a < u)=a < du, con w1 vettore funzione di P
ed indipendente da a.



166 [Cap. IL, § 1, n. 7]
1 (l H . 3 . .
all operat-ore iP’ applicato ad omografie, si sostituisca

I’ operatore k- lP’

il che prova chiaramente I’utilita e la potenza del-
I’operatore k per le iperomografie.

Dim. Si ha identicamente [cfr. n. 5]:
a
E(ocu):oc-5u+5a-u:a-dzz)?1’ dPJP w ==

du do.
:a-ﬂ)SP—i— kﬁ,u-sP

che per essere 3P vettore arbitrario e 3(au) = | d(au)/dP} 3P di-
mostrano le [1], [2]

Se, in particolare, « & il numero reale m allora le [1}, [2]
si riducono all’uniea formula, simile a quella deil’Analisi:

d(mu) du dm
(31 ap ~ "ap T ap

by

osservando che (dm/dP)x & numero [cfr. n. 1] e che, con
la notazione abbreviata, cioé senza 1’operazione O, si puo,
per h numero, scrivere indifferentemente hee, wh ().

Dim. Si ha identicamente

S(muw) = m+u + Smow = m-Su + u->m,

a du
(mu)BP__m PoP + W

m
aP Fi P

a
aP

che per Iarbitrarietd di §P dimostra la [3].

(*) Applicando la [3} ad « si ha
d(mae) . dn dm du dm

aP mgprt ’d—pw‘ apltgpr

poiché (dm/dP)yc & numero, e si ritrova la forma [1]. - Anche dalla [2]
8i ha la [3] tenendo presente la [4] del n. 1.
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Se a, ovvero m nella [3], & costante, cioé indipendente
da P, allora le [1], [2], [3] danno concordi la formula im-
portante '

(4] d(ae)  du

P =% ap’ per « omografia costante.

Dim. Perché per o= cost. si ha da/dP=0.

Se nelle [1], [2], [3] si pone al posto di « il vettore
costante a, cxoé indipendente da P, allora si oftengono le
formule seguenti che sono di continuo uso nelle applicazioni:

Cdew)  (de N
\ ar P =\ir®)
b | Haa) _ do
(5] | —p =K jp@ per @ vettore cosiante.
d(ma) dm
dP “ap

Dim. Perché per u —a = cost. si ha du dP =0.

Se ’omografia a & la derivata di un vettore cioeé adP
& un differenziale esatto [cfr. n. 6], allora, e solo in tal caso,
si hanno le formule importanti:

d(aw) duw do
d—P—“ET’+?lT
d(aa) _

dP dP

w, w fungione di P

(6]

a costante;
[7 da U= da v)w v vettori funziont di P;
ap)=\ip y U, unzioni di P;

d(zxa),  d(abd)
(8] dpP b= apP

a, a, b vettori costanti.

Dim. [6]. Affinché « sia la derivata di un vettore & neces-
sario che sia k(da/dP)==da/dP [cfr. n. 6]. - Per ’ipotesi fatta,
dalla [2] risultano le [6]. -~ Viceversa, valga la prima delle [6]
(e basta); applicandola ad « e confrontandola con la [1] si ha

(e = (i o= e
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che per essere w, x arbitrari da da/dP = k(d«/dP), cio@ | cfr. n. 6]
esprime che adP & differenziale esatto.
Dim. [7]. Da da/dP =k(dx/dP) applicats ad « e v si ha

( )v_§ ( )u v_(d;'l;)u, c. d. d.

Dim. [8]. Dalla [7] e dalla 2* delle [6] poichd a & costante.

Se « & omografia funzione di P e a, b sono vettori
costanti, si ha: ‘

do do
. d(a? ") b (a7 j) .
(0l dP —d4ar
Dim. 8e « & vettore costante si ha, applicando formule
precedenti:
do (oae)
;d<d1> )b __ﬂ(ﬁ“)wsb d; P 5
T ap Y="""ap =~ ap =
d(owx) ; do do
457 ° d%(de> 2 d(;ﬁ”’) |
= iP o == P a= P x; ¢ d. d.

B importante osservare che, per @ costante e « fortiori
per a non costante, e due omografie
daa) — do
dP’ dP
sono distinte [efr. [5]] salvo il caso [efr. [6]] che « sia la
derivata di un vettore.

8. Derivate delle omografie 'particolari.
Se %, v sono vettori funzioni di P, per le derivate della
assiale w\ e della diade H(uw,v) si ha:

d(u/\) duw
[ —ar *= (JP )/\

dH(w,v) dv du
{2] dP—w—_H<"’(_l?w)+H<?IT’ x, v)
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© se non si introducono nuovi simboli (il che non & neces-
sario) non si pud fare a meno del vettore generico x, cioé
non si possono esprimere le derivate di u ) e di H(w,v)
in funzione di 2 e di wu, v rispettivamente.

Dim. Si ha identicamente:

dup)= () \ = (g—% dP)/\,

dH(w, v) = H(u, dv) + H(du, v) = H(u, jP dl) + H(aP P, v)

che dimostrano le [1], [2] poichd dP & vettore arbitrario (*).

Perla dm/dP, con m numero reale (particolare omografia)
nulla da osservare; vedremo in seguito come essa si esprima
mediante il vettore gradiente di m.

(1) Convenendo di scrivere, indifferentemente, per » numero e w
vettore, hu, uh per indicare il prodotto di u« per R, allora

H@y, ve =u < x-v=v.-u <x
o per le leggi generali degli operatori si ha
(a) H(u,v) =v.u <

e quindi H(w,v) & il prodotto funzionale della iperomografia w >< per
il vettore v. 1n tal modo, omografie e iperomografie, che sono stati
definiti come operatori a sinisira, divengono anche operatori a destra.
Questa doppia qualith di un operatore & da evitare in modo assoluto;
bastano le notazioni dei quaternionisti, derivate inesattamente dalle
notazioni esatte di HamiLToN, per far vedere quale algoritmo mostruoso
si ottiene ammettendo che un operatore possa esser tale a sinistra e
a destra contemporaneamente,

Se si adotta la notazione (a), e ¢id & da esclndere, si ha ad es.,

H(w, 2ac) = w2 X<

e 8i viene cosl a considerare la notazione generica axac.p, con y ipero-
mografia, che se deve essere operatore a sinistra, da

(a- )y = -y

della forma w-.x con w vettore e =z omografia, notazione del tutto
illogica.
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Per la dilatazione o della forma generica [cfr. Cap. I,
§ 2, n. 2]

(mi, nj, pk)
a: . .
i, g, k

con 17, j, k terna unitaria-ortogonale e m, n, p numeri fun-
zioni di P, si devono considerare le derivate rispetto a P
di 4, 4, ky, m, n, p, ma non si ottiene una forma semplice (*).

Sono importanti le derivate, sia rispetto ad un numero
che rispetto ad un punto, delle isomerie wvettoriali e delle
similitudini vettoriali [efr. Cap. 1, § 5]. Sarebbe troppo
lungo esporre le forme e proprietd di tali derivate e riman-
diamo il lettore alle Note nelle quali tali questioni sono
ampiamente trattate [efr. Bibliografia].

Esnrcizr (%)

Ad(fo) = f(da) per f=1,, K, D, Vv, C

(1)

(2) d(I1,a) =1,(Ce-da)

(3) d(X,a) = I,(@Ka-Ra)

(4) dile) =TI (¢ da) = — Lja-I,(x-do—2), o invertibile
(8) dlogLia=I,(a"" da) = — I,(a¢+dx"?), o invertibile

(6) d(Ra) =Rz + da) — Ra — Rda

(1) dRa)=1(x"tvda) - Rae — Ra-dKa-Ka—?!, a invertibile
(8) dR'(a,f) = R'(a, dB) + R'(da, ).

(*) 8e 4, j, k & terna unitaria-ortogonale-positiva, allora [cfr. A. PENsa,
Sulla risoluzione di equazioni vettoriali ed omografiche, Atti Ace. Torino,
vol. 49 (1913-14), pp. 987-1012]: esiste una isomeria w, funzione di P,
tale che,

(a) dij/dP =iAw, djjdP=jhw, dk/AP=FkAw

e w ha la forma

1. di & dk
(b) w———? l/\d—P—i—J/\d*—P—l—h/\fP .

(*) Valgono le convenzioni gia indicate negli Esercizi del Cap. 1,
§ 1, intendendo inoltre che, vettori, omografie, ... che si considerano
siano funzioni di un punto P, salvo speciali indicazioni che saranno
date volta per volta.



[Cap. II, § 2, n. 1] 171

§ 2. Operatori differenziali div, rot, grad, Rot.

1. Definizione degli operatori div, rot, grad, Rot.
Qualunque siano il vettore wu e l’omogmﬁa o fungiond
di P, introduciamo le notazioni e denominazioni seguenti
( divu, divergenza di w
\ rot ,u, rotazionale di w | -
or grad L, gradiente di « - rispetto « P
Rot 2, rotazionale di o

che definiamo ponendo

(1] | div u__I,(;l;,
2] rotp 1 =2V 1“1‘)
3] grad, o = v 1;%
(4] Roty, « =2Vk é%

Quando non vi possa esser luogo ad equivoci, sottinien-
deremo Uindice P nelle notazioni [0}, cio& secriveremo, in
modo abbreviato,

(0] divw, rotw, grada, Rota;

ma, come al solito, 'indice P & softinteso, non SOppresso
sistematicamente.

Vi & appena bisogno di osservare che: se wu ed « sono
costanti, cioé indipendenti da P, allora div u, rotu, grad o,
Rot & sono tutti nulli (ma non viceversa), poiché sono nulle
le derivate delle costanti w, « rispetto a P.

Interessa stabilire subito i tre teoremi seguenti, nei
quali w, v sono vettori e a, B sono omografie funzioni di P.

1.° Se le derivate di w ed « rispetto a P, dw/dP, da/dP,
sono rispettivamente, omografia ¢ iperomografia esistent: ed
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univocamente determinate, allora gli elementi [0] sono pure
esistenti ed univocamente determinati. In particolare si ha,
e cid deve esser tenuto ben presente:

(5] | divee & un numero reale

[ div ¢ operatore tra vettori ¢ numeri reali,
(6] { Trot 2 & un vettore

| vot & operatore tra vettori ¢ vettori,
[7] { grad « & un vettore

| grad & operatore tra omografie e vettori,
{8] 3 Rot o ¢ omograﬁa

Rot & operatore tra omografie ¢ omografie.

Dim. Cid risulta immediatamente dalle ipotesi e dalle defi-
nizioni [1] - [4].

2.° Nelle stesse ipotesi precedenti, estese a v e B, glé
operatori div, rot, grad, Rot sono distributivi rispetto- alla
somma, cioé

9] div (v +v) = div w -+ div v,
[10] rot (w -+ v) = rot w+ vot v,
[11] grad (« + B) = grad « + grad B,
[12] Rot (« 4- B) = Rot « -+ Rot §

ma, peraltro, non sono operatori lineari, cioé, per m numero
reale, div(mu), rot (mu), grad (me), Rot (mex) sono, in gene-
rale, diversi da m div e, mrotw, mgrada, m Rota. E ne
segue che: div mon & iperomografia ¢ rot non & omografia.

Dim. Le [9] - [12] risultano subito dalle [1] - 4] osservando
che gli operatori I,, V, k, v sono distributivi rispetio alla somma.
Che gli operatori [0] mon sono lineari risulta dal fatto che
come vedremo in seguito:

Aiv (mu) =m div u + (grad m) x< u,
rot (mw) = m rot u + (grad m) A w,
grad (ma) =m grad « + a grad m,
Rot (ma) = m Rot & + (grad m)Ac.
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3.° Se f & uno qualunque dei simboli div, rot, grad,
Rot e u é vettore (per i primi due) o omografia (per i rima-
nenti) funzione dei vettori, od omografie, wu,, u,, ..., u, tutté

funzioni di P, allora si ha
[12] -fu = (f"‘)ug, ey Wy cost —+ ... + ere

cioé fu é la somma degli fu che si ottengono considerando
uno solo degli w,, u,, .., U, variabili con P e gli altri co-
stanti cioé indipendenti da P.

Dim. Osservando che gli operatori I,, V, v, k sono distri-
butivi rispetto alla somma, applicando a du/dP la formula [5]
di Intr. III, n. 7, e tenendo conto delle [1]-|4] risulta subito
la [12].

B importante notare che degli operatori rot, Rot, e
soltanto di questi tra gli operatori {0], se ne possono con-
siderare le potenze, ad esponente intero positivo e non
nullo. Seguendo le leggi generali gia stabilite le potenze
n-esime di tali operatori si indicano con le notazioni

rot”, Rot™.

d .
Si era gia affermato che - 3 & 1’unico operatore differen-

P°
siale del primo ordine, per mezzo del quale tutéi gli altri
possono essere espressi. Ci0 & confermato dalle [1]-[4] per
gli operatori differenziali del primo ordine div, rot,

d
grad, Rot, operatori che, una volta introdotto i’

necessari ma che, peraltro, sono di grande utilita nelle
applicazioni.
Giova notare che, menfre per definire gli operatori div,

non Sono

rot bastano (oltre I’ opemtom differenziale — che compa-

dP
risce sempre) gli operatori I,, V per le omografie, per defi-
nire gli operatori grad, Rot, oltre al V per le omografie,
occorrono gli operatori k, v per le iperomografie. Di qui la
necessitd, o almeno 1’opportunitd di introdurre le éperomo-
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grafie e iloro operatori particolari. - Non facendo uso delle
iperomografie, grada ¢ Rotx devono esser definite in
modo indiretto (definizione non nominale) mediante un vet-
tore generico @, arbitrario, sotto le forme seguenti, che
dimostreremo in seguito:

y d(Kax)

gradPoch:Ii) —Ka-dwf

dP dP)
| d(ax) da |

(RObPa)w:2V)TP———— o ;li)g’

forme artificiose e molto pilt complesse delle [3], [4].

2. Alecune proprietd fondamentali e forme di definizioni
indirette degli operatori differenziali div, rot, grad, Rot.

Siano: © un wvettore e « una omografie funzioni del
punto P.

Qualunque siano i differenziali dP, 3P, 3P di P si ba:

{1] diva-dPA\SP X} %P =
= duXX3PAYP + 8u X ¥PAdP + 3u>< dPA\3P,

¢ se i differenziali di P sono commutabili si ha pure:

(1]  dive-dPASPX3IP=
= d(uXXEP AYP)+ 31 XY PAAP) +HudXdPN\SP).

Siccome i tre differenziali di P sono vettori arbifrari
la [1], o anche la [1'] (equivalente alla [1], ammessa la com-
mutabilitd dei differenziali successivi [efr. Intr. 111, n. 8],
pud esser assunta come definizione di div w, [efr. Intr. 1I,
n. 7, 3°] e quindi anche di div poiché « & arbitrario
[E. C. V., p. 86].

Indipendentemente dalla qualitd di possibile definizione,
la [1] esprime un fatto che ha notevole importanza geometrica
e fisica, fatto che risulta subito ricordando [E. C. V.] che se
a, b, ¢ sono vettori il prodotto misto e AOXc=a X bAc
da la misura del volume del paralielepipedo di cui 0, 0 +- a,
O+ b, O +c¢, essendo O punto arbitrario, ne sono quattro
vertici [efr. H. C. V., pag. 86
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Dim. Dalla definizione di div w [efr. n. 1, [1]] e dalla espres-
sione di I,x mediante tre vettori [efr. Cap, I, § 1, n. 4, [1]] si ha
du
tdp
d
=SB AP X BPASP 4 s+ o = dte X BPAIP + e e
che dimostra la [1]. - La [1'] si ottiene dalla [1] osservando che
AuDEPAYP)=du < 3PAYP +u = d3PAY P+ u<3PAdY P, ece,

e che nella somma i termini c¢he eontengono w si elidono.

divu-dPANSP X 3P =1 «dPAZP < $P=

Qualunque siano 1 diferanzmli dP, 5P di P si ha:
12] rot > dPASP = du> 3P — du X< dP,
e se i differenziali sono commutabili st ha pure:
2] rot 1w X dPASP = d(u > 8P) — S(u X dP).

Essendo dPASP vettore arbitrario, la[2], e anche la [2]]
(equivalente alla [2], ammessa la commutabilitd dei diffe-
renziali) pud essere assunta come definizione di rot w [efr.
Intr. II, n. 7, 2°], e quindi anche di rot poichd w & arbi-
trario [E. C. V., pag. 86}.

1l significato geometrico della [2], ¢ importante: la pro-
iezione di rot w sul vettore dPAZP & la somma algebrica
delle proiezioni di dw e 8w, rispettivamente su 3P e dP.

Dim. Dalla definizione di rotw |efr n. 1, [2]] e dalla espres-
sione di 2V mediante due vettori [cfr. Cap. I, § 1, n. 9 [1]]
si ha:

b < APABP =2V s APASP =3P < 2 ap — aP < 245 p =
rot u X APNSP =2V o5 X AP NP = 0P X g5 P — Xap*P=
= duw < P —Zu <X dP
che dimostra la [2]. - La [2'] si ottiene dalla [2] osservando che
d(w X ZP)=du > 3P + u <X d3P, ecc.

Qualunque sia il vettore a indipendente da P, cioé costante,
8i ha:

3] grad o X a = div(Kan)



176 [Cap. II, § 2, n. 2]

€, pilt generalmente, per x vettore qualunque, anche Jun-
zione di P,

d(Kaax d
(K ) Ke.
dP dPi

(3] grad a > @ = 1,3 = div(Kaa) — I,(KoC ._"E),

dP
La [3], col vettore costante a, ha notevole importanza
pratica, mentre la [3] & di uso assai limitato (Y).
Si noti inoltre che,dopo aver definita la divergenza di
un vettore, si pud assumere la [3] o la [8] per definire il
grad o, ammesso che grad o sia un vettore funzione dj a.

Dim. Dimostriamo Ia [3’] ehe per x —=a, costante, di subito
la [3], essendo da/dP-=0; e del resto la dimostrazione diretta
della [3') non @ pitt complessa della dimostrazione diretta
della [3]. '

Dalla definizione di grad [efr. n. 1, [3]] e facendo uso di
altre proprietd ben mnote [Cap. I; § 6, n. 4, (1]; § 6, n. 3, [4].
Cap. 11, § 1, n. 7, [2]] si ha:

da , Ao , Ao
gradaxw:(va—l;)xw:I,k ap* =LKk ap ©=LkK —

d(Ka) —1 | d(Kax) K ax |

=Lk—p o= W 7ap TRegp(=

. da
= div(Kouaw) ~I1(Ka-ﬁ>, e. d. d.

Nel n. 3, segunente, e¢i occuperemo del gradiente e rota-
zionale di un numero, casi particolari di notevole importanza.

Qualunque sia il vettore a indipendente da P, cioe costante,
$i ha:

[4] | (Rot a)a = rot(an)
Rot” a)rr — rot™aa) per n intero positivo non nullo
1 4

(1) Stabilito che grad @ & un vettore fanzione di « dalla [3] si deduce
facilmente la (87, facendo uso del sistema unitario-ortogonale iy, Gy, 4,
Invero si ha grad « ><i, = div(Kxi,) e se x =3 m:dy, viene come conse-

" guenza:

grad a <X & = I m, div(Kai,) =3 div(m,- Kaiy) — 3 grad m, < Kuiy =
= div(Kax) — I,(Ka. de/dP); c. d. d.
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¢, pit generalmente, per o vettore qualunque, anche fun-

zione di P,
, gyl dow)  dx d

(4] (Rotoc)m_2V} P e =rot(xax) — 2V och

La [4], cel vettore costante @, ha notevole importanza
pratica mentre la [4'] & di uso assai limitato.

Definita la rotazionale di un wvettore si pud assumere
la [4] o la [4] per definire la rotazionale di una omografin
[cfr. precedente osservazione per il gradiente].

Dim. Dimostriamo la [4'] che per x = a, costante, da subito
la [4] poiché da/dP—=0; e del resto la dimostrazione diretta
della [4'] non ¢ pi complessa della dimostrazione della [4].
La 2° forma |4] si ottiene per ¢énduzione dalla prima in modo

. ovvio.

Dalla definizione di Rot [cfr. n. 1, [4]] e facendo uso di

altre proprietd ben note [§ 1, n. 7, [2]] si ha

(Rot w)w = 2Vk 3% =2V ’

d(ax) . oc@ g _
apP

= rot(ax) —2V<a-d c. d. d

ap)

Altre forme di definizioni possibili (ma non consigliabili
come definizioni) degli operatori differenziali del primo
ordine si ottengono considerando una terna unitaria-orto-
gonale-positiva ¢, j, k formata con vettori, o funzioni di P
0 costanti, a seconda dei casi, ed esprimendo div u, rot u,
grad «, Rot « per mezzo di 4, j, &k e delle derivate, rispetto
a P, di v o di a. Si hanno le formule:

du

du du
[3] div e =ixX lPO—{-JXdPJ +Ic><d k,con i, 4, k funzioni di P

P
[6] rot e —z/\ z+,7/\ J+k/\ du
dP dP dP ...............
do do do '
7 _— . » 3 3 ' . N .
(7] grad« = (dP )z—}-(u)}),} +(¢1Pk)k’ con i, j, k funzioni di P
_d(d) . d(wg) . d(ak) :
=3P "+W'7+_d?k’ ............. costanti
= div(Kai) i + div(Kej) j + div(Kak) ky oo oo .

Rnrali.Farti 0 Mananlamma
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Lo do . do do . . L
[8] Rota :'a/\;lT,c +J/\71T)J -+ ]"‘/\;ﬁi k, con i, j, k funzioni di P.

Dim. [5], [6]. Essendo, per definizione,

du

I‘Otu:ZVdP,

. du

divu=1, ap’

‘da formule note [cfr. Cap. I, § 1, n. 4, [2]; n. & [7]] si hanno
subito le {5}, [6].

Dim. [7] Per definizione si ha

a2

grado=vop

e quindi [Cap. I, § 6, n. 4, [8]] si ha subito la 1* forma della [7]

per i,.. anche funzione di P. - La 2 forma si ottiene [efr. n. 7,

[8]] per 4, ... costanti. - La 3* forma si ottiene dalla identita

grado ==grad o >< -4 + grada > j.j + grad a <X k-k

¢ dalla [3] per ¢,.. costanti.

OSSERVAZIONE. Dalla [4] risulta che sarebbe errore indicare
con uno stesso simbolo, ad es. rot, 1’operatore che si deve
applicare ad un wveitore w o ad una omografia o per ottenere la
rotazionale i w o di o - Anche le (6], [8], sebbene formal-
mente identiche, conducono alla stessa conclusione poiche, mentre

d do .
z/\d;,z & vettore, z‘/\‘—i%i & omografia.

E anche non volendo tener conto di queste forme partico-
lari 8i pud affermare essere erroneo indicare rot e Rot con uno
stesso simbolo, poich® mentre rot & operatore tra vettori e vet-
tori, Rot & operatore tra omografie e omografie; i due operatori
hanno almeno una proprietd non a comune e quindi non pos-
sono essere identici [cfr. Intr. 1, n. 1],

3. Gradiente e rotazionale di un numero. Derivata del
gradiente di un numero e di un multiplo di un vettore.

Sia m un numero reale ¢ w un vettore funzioni di P.

Sono notevoli, e praticamente importanti, gli enti grad m,
Rot m, cioé gradiente e rotazionale di una particolare omo-
grafia, un numero. Le formule seguenti [1]-[3] danno anche
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delle possibili definizioni degli enti ora considerati [efr, n. 2].

1
[1] (grad m) > :3;1—);, ovvero applicando a dP,
(]  gradm>dP =dm, o ad un vettore generico x,
dm
1// 18 —
[1"] grad m X a ip%

Dim. Dalla definizione di grad e da una formula nota
[Cap. I, § 6, n. 4, [7]] si ha subito, osservando che 1’iperomo-
grafia dm/dP & operatore tra veitor: e numeri,

dm\ _dm

ap) = ap’

che dimostra la [1] della quale le ]1'], [1”] sono immediata
conseguenza.

(grad m) <X = (v

E appunto la [1’] che, quando non si considerano le
derivate rispetto a punti, si assume per definire il gradiente
di un numero [cfr. B. O. V., pag. 81]. - Per le molte pro-
prieta elementari del gradiente di un numero, rimandiamo
il lettore agli E. C. V. (pp. 81-86) ritenendo inutile ripe-
terle in questo libro.

La Rot m resta definita da grad m per mezzo della formula

{2] Rot m = (grad m) A

dalla quale, applicando V ai due membri, risulta [cfr. Cap. I,
§ 2, n. 1, [10]]

[3] grad m = V Rot m

che definisce grad m mediante Rot m.

Dim. Dalla definizione di Rot e dalla [1] si ha

Rot m = 2Vk% = 2Vk(grad m );

applicando ad un vettore generico « si ha [efr. Qap. I, § 6,
n. 3, [8]]

(Rot m)e = 2Vk(grad m <) = 2VH(grad m, x) = (grad m) A«

che dimostra la [2] e quindi anche la [3].
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La derivata rispetto ¢ P di grad m é una dilatazione, cioe

v @rad m

[4] dP

=0

sempre quando m sia tale che due differenziali generici d, ®
di esso siano commutabili.

Dim. Dalla definizione di rot, dalla [1'] e dalla [2'] del
n, 2 si ha:

d grad m

2V —ap X dPNBP =rot grad m < dPA>P=

= d(grad m < 3P) — §(grad m X dP) = ddm — Sdm = 0; e¢. d. d.

Per la derivata del vettore mu rispetto ¢ P 8t ha, come
nuove forma [cfr. § 1. n. 7, [3]],

d( mu) du

(51 dP (lP

=+ H(grad m, ).

Di dmu) du dam du d _
Im, d—P—w__mde-i—u de__mdPac—f—gra mX xou =

d
_ma%w—f—ﬂ(grad m, wyax; ¢ d. d.

Infine: se rispetto al sistema cartesiano ortogonale O, 1,
Jy k si ha
P=0 +xi+yj+ sk

allora m & funzione di #, y, # e si ha in modo ovvio

om, om ., om
(8] grad mzﬁc—i—@.?-l—ﬁzh,
[9] Rot m =%—Z;-i/\ om, /\+ kN

4. Differenziali.
Gli operatori differenziali del 1° ordine div, rot, grad,
Rot sono commutabili col differenziale. Vale a dire: se u
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& vettore e « & omografia, funzioni di P, si ha:

[

p ddiva) =div(du),  d(rot ) =rot(dr)
I d(grad «) = grad(da), d(Rota) = Rot(dx).

La stessa proprietd ora indicata si pud esprimere, me-
diante derivate, sotto le forme [’} nelle quali @ & un vettore
arbitrario indipendente da P (costante):

[ d(div ")u_——di\ («tu ) d(rot ")u r()t(ln a)

0] dpP 1P dP iP
| d(grad o) da d(Rot ) do
'\ aP '“grad(zp ‘) —ap =R “(IP )

Dim. Per dimostrare le [1] basta tener presente le defini-
zioni degli operatori differenziali considerati f[efr. § 2, n. 1,
[1]- [4]] e osservare che il simbolo d di differenziale generico
& commutabile eon gli operatori I,, V, v, k. - Le [1'] si ridu-
cono subito alle |1] ponendo dP, che & vettore arbitrario indi-
pendente da P, al posto di a.

Per il differenziale, dw, del vettore w funzione di P si
hanno le due forme seguenti, molto utili nelle applicazioni

2] dww = (ot W) A dP + (K i%)dl’
: 1 du
[3] du = 5 (rot ) AdP —+ (D _T’> dP.

Dim. Posto a« = du/d P e ricordando [efr. Cap. I, § 1, n. 10] che
=Ko+ 2(Va)A, o=Da-+(Va)A,

allora applicando a dP e tenendo presente che rot u=2V(du/dP)
si hanno subito le [2], [3].

5. Prodotti funzionali. Casi particolari per il grad, Rot
di upo e x-uA).

Siano: % un wvettore, m un numero reale, a, B, delle
omografie, tutti funzioni del punto P.

Ci proponiamo di applicare gli operatori differenziali
del primo ordine ai prodotti funzionali, mu, aw, fa.
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Per il prodotto del wettore w per il numero reale m,
abbiamo le formule notevoli:

[1] div(mu) = m divee + grad m X u,
[2] rot (mue) = m rot w4 grad m A te==mrot 1 + (Robm)w;

¢ per il prodotto (funzionale) dell’ omografia o per il numero
reale m (speciale omografia), si ha:

[3] grad(ma) = m grad « 4 « grad m,
[4] Rot(ma)=m Rot a + gradm A« =m Rot « - (Rot m)z.

¢ giova confrontare le [1], [2], rispettivamente, con le [3], [4].

Dim. [1], {2]. Da formule note [cfr. n.1,[1],[2]; n. 3, [5]] si ha

d d
divimu) =1, lﬂ%“) =1, g m # + H grad m, u) $ =m div u + grad m < u,

d(mu) du
P = 2V im ap+ H (grad m, u) ( = M?Ot w -+ grad mA\w

rot(mu) =2V
e resta cosi dimostrata la [1] e 1a 1* forma della [2]. La 2 forma
della [2] risulta dalla 1* e dall’essere Rotm = gradm. A [efr.
n. 3, [2]).

Dim. [3]. Citande in margine, a destra, le formule delle
quali ci serviamo per passare da una forma all’altra, si ha
successivamente, ricordando la definizione di grad [efr. § 2,
n. 1, [3]]: '

dima)

grad (ma) = Veap = (§ 1, n. 6, [2]]
d{mo)
=vk dP — (§ 1, n. 5, (3]]
da am s
—-Vg m'kﬂ5+kﬁ,-a =
am
=mgradoa + v (k EF-O&) = [Cap. I, § 6, n. 4, [6]]
d
=mgrad o + v(%-Ka) = [n. 3, [1]]
=m grad « + v(grad m < Ka) =
=mgrada + vi(zgradm) < 1= (Cap.L §6,n.4,[2]]

=mgrada + a grad m; e. d. d.
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Dim. [4]. Operando come per la 3] si ha:

Rot (me) =2Vk d(‘;";’ = § 1, n. 5, [3]]
am
—2V<m k G kﬁp.a) — § 1. n 6 [2])
am N
=m Rota +2V<k Elg-d) = [Cap. 1, § 6, n. 2, [3]]

am
——mRotoc+2V< dP) =

= m Rot o + (Rot m)a = [n. 3, {2]]
=m Rot a + (grad m)Ax; c. d. d.

Altra Dim. delle [3], [4]. Se nella {1] poniamo Koa, con a
vettore costante, al posto di « si ha:

divimKoaa) = m div(Kaa) + grad m < Koa,
da cui applicando la [3] del n. 2 si ha
gra(ma) X e =m-grad a X a + o grad m < a

che per I’arbitrarietd di @ dimostra la [3]. - Analogamente
per la [4].

Per la divergenza ¢ la rotazionale di aw si ha:

[5] div(ern) = grad Ka > w+-1 < du
apP
[6] rot(at) — (Rot a)ue +2V< d;)

Dim. Le [5], [6] sono le formule gid note [3], [4] del n.2
scritte sotto altra forma.

Per il gradiente e la rotazionale del prodotto funzionale Bu
dell’ omografia o per I’ omografia 3 si ha:

[7] grad(Be) =B grad o + v(k iﬁli )

[8] Rot(8a) = (Rot Bz -+ 2V<B & g%)
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Dim. Tenendo presente le definizioni di grad e Rot si ha,
per altre proprieta citate a margine [efr. Dim. [3], [4]]:

grad(fe) = v =5’ 3“ [§ 1, n. 6 [2]
= vk d_;%c_) = [§ 1, n. 5, [3]]

[Cap. 1,§6,n.4,[5]

:V%@-kg%—i—k E,-a{_

=fgrada-+v (kﬁf?'“%°

Rot(Bx) = 2Vk d;”; - [§ 1, n. 5, [3]]
—2V§k LS de =  [Cap.T,§6, n. 2, [3]]

do
= (Rot Bja + ZV(B dP)

Se le omografie « e dB sono commutabili rispetto al loro
prodotto fungionale, ciod

(@) «-dB=dB.«, che equivale @ (b) «- kdi’ k ;lg

allora si ha

[9] grad(Be) = grad « + « grad §
[10] Rot(aB) = (Rot «)B + (Rot B)a

dalle quali possono dedursi le [3], [4], poiche per B=m nu-
mero & vera la (a) e del resto si ha anche ma — am.

Dim. Cominciamo con 1’osservare che le (@) (b) sono equi-
valenti,

Infatti; si ha per proprietd ben note, ¢ che non stiamo a
richiamare, che la (a) equivale alle egunaglianze seguenti:

@3 3 d; a3 _ . a3 )
deP__.deP dP m_deP or = kd~1~, ‘adP-x;
a3 . 3 a3
dP—*k<kﬁz_>'“)’ "( dP) kap%s
a3 a3

S e/ )
de_de a che & appunto la (b).
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, Consideriamo ora i secondi termini dei secondi membri
delle [7], [8], dopo avere, nella |8], scambiate tra loro « e §.
Nella ipotesi (a) e per la tesi di (b) si ha:

a3 d a3 3
v(kzp-a):v<a-kﬁ%)—a de, [Cap. 1, § 6, n. 4, [5]];
d d3
_2V<oc k dE) =2V ( a3 ) (Vk dP)“ [Cap. I, § 6, n. 2, [3]],
che, per le definizioni di grad e Rot, dimostrano le [9], [10].

Si hanno due espressioni notevoli per il grad e Rot
delle due omografie wN% aw

[11] grad (e No)=uAgrad « + 2V(oc»K§lh;)>,
[12] grad(a-1w )= — arot ¥ + K Rot Kawu.

Dim.-[11]. Essendo u A\« il prodotto funzionale di « per u /A
si ha [efr, § 2, n. 5, [7]]
d
(@) gradu/\a)_u/\grada+v<k (:;1/’\)'“>'
-Calcoliamo il 2° termine del 2° membro della (a). Si ha, in
virti delle proposizioni citate a margine, e per a vettore
costaute:

v(k (;‘Iﬁ\ oc) < a=T1k (k d(“/\).a)a= [Cap. L, § 6, 0. 4, [1]]

I, (Ka-k’k d%“ a) = [Cap. T, § 6, n. 3, [6]]
—_ Il<Ka-k d(;‘lé\)a) — [Cap. I, § 6 n. 3, [4]
= — (K T2AY) = s 1,07, 2]
:I,(Ka-a/\g%) — [§ 1, n. 3, [1]]
=1, g a/\(%%.Koc) 2 -

:~—2a><V(dPK ): [Cap. 1, § 4, n. 2, [1]]

=2a><V(oc-Kaf,);
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che, essendo @ vettore arbitrario, prova che

(%) v( :;14\ ):2V(a.K%’I§).

Dalle (a), (b) si ha la [11].
N. B. - Non volendo far uso delle iperomografie si puo
osservare che

grad (u A\a) X a = div | Klu Axja

e sviluppare la div [efr. A, V. G., 1* ediz., pag. 84, [4] e pag. 86];
ma il calcolo non & piu semplice del precedente.
Dim. [12]. Operando come per la [11] si ha

grad (x.-u\) = a grad (u ) + v(k g—%-u/\> =
:—arotu+v(k —— /\)
¢ bisogna dimostrare ancora che
"(k —= /\) K RotKau

il che il lettore pud fare per esercizio. - Diamo invece altra
forma pid rapida [cfr. il N. B. della Dim. [11]], senza stare a
citare le proposizioni note delle quali faceciamo uso:

grad (a-u /) X a=div|{K(a-u)a| = — div (u A Kaa) =
= — Kaa < rot v + u X rot (Kaa) = — a < arot w +u < (Rot Ka)a =
=|—arotw -+ K Rot Kau!| < a; c. d. d.

N. B. - Risulta dalle Dim. [11], [12] cehe Puso delle iper-
omografie pud risultare pilt semplice o pild complesso delle
forme dirette.

Meno semplici risultano le formule che danno la Rot
di wAax e a-wA; anzi per seriverle sotto forma abbastanza
concisa & utile ricorvere all’operatore O che per una omo-
grafia qualunque « si definisce ponendo: '

Ca=1,0— a.
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Cid fatto si ha:

o do [ du
[13] Rot(w Az) = H(grad Ka, u) P (0;1_1_))“,

d(Cau)
dP

[14] Rot(@-uA\) = — Rot(reAa) — O

Dim. 11 lettore pud dimostrare per esercizio [efr. A. V. G,
1* ediz., p. 87].

OSSERVAZIONE. Se applichiamo il teorema [12] del § 2,
n. 1 di Intr. si ha, ad es.,

(@) div(aee) = div(aw) ~+ div(au)

i cost o cost

che deve dare la [5]. Ora il 1° termine del 2° membro
della (a) vale appunto grad Kz > w [efr. n. 2, [3]]; il ecal-
colo del 2° termine si fa precisamente come nella dimo-
strazione della [5]. Ne segue che la dimostrazione della [5]
non resta facilitata dalla applicazione della (a¢). Lo stesso
dicasi per le altre formule [1]-[10].

Vedremo in seguito che in alcuni casi 8 invece molto
rapida I’applicazione della formula [12] del § 2, n. 1 di Intr.

6. Prodotti vettoriali e interni.

Siano w, ¢ vettori funzioni di P. Ci proponiamo di
calcolare la div e rot del prodotto vettoriale di w per v, e
il grad e Rot del prodotto interno di u per v. Le formule
che si ottengono sono di grande importanza pratica.

[1] div(u Av) = v rot u —u>Xrotv.
Dim. B noto [efr. § 1, n. 3, [1]] che

a d d
o = endp ot

applicando I, ai due membri della (a) si ha |efr. Cap. I, § 4,
n. 2 (1]

d da d
I, (-t;/gg):—ux 2V(—i%+v><2VE%
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che per le definizioni di div e rot [efr. n. 1, [1], [2]] coincide
con la [1].
, . do . du)
2] rot(u A v) = (dlv v —;fP> "w— ((hv "w— (_17’) v=
= (RotuA)v — (Rot v ) u.
Dim. Applicando 2V ai due membri della (@) si ha [efr. § 1,

n. 2, [3]] :

dluf\v) dv dv du  du
2V —3p _<1EP—EP)”—(I’EP"¢1P)”

che per la definizione di div e rot dimostra la 1* forma della [2).
B noto [efr. § 2, n. 1, [12]] che

(b) rot (wA\v) = | rot (WA V)| v cost — | 1ot (A% | wcost;
ma 8i ha [efr. n. 5, [5]] ‘

1106 % A V) | v cost == (Rot w A\ Jv, {rot(vAu)! . c.ost: (Rot v A Y
¢ quindi la (b) A& subito la 2* forma della [2].

du de
[3] grad(ie X v)=K iplt K(‘[P .

Dim. Si & gia dimostrato [efr. § 1, n, 3, 211

du < v) du dv .
TP = (KW’)X +<Kaﬁu> >
applicando v ai due membri [efr.§ 2, n. 1, [3]; Cap. T, § 6, n. 4, [2]]
si ha subito la [3].
du

dv
[4] Rot(u X v) = (K iP v)/\ +<K iP u)/\.
. Dim, Risulta subito dalla [3] e dalla [2] del n. 3.

Sono interessanti i due seguenti easi particolari che si
ottengono dalla [3].
du

[5] “grad w?=2K ap

6] du wu

grad mod w=K 4P moda® Per mod u 5= 0.



[Cap. II, § 2, n. 7] 189

Dim. La [5] si ottiene subito dalla [3] per v —=u. - Ricor-
dando [E. C. V.] che (mod u)* = u? e che [E. C. V.] quindi

grad «® =2 mod »-grad mod w,
dalla [5] si ha subito la [6]. [Cfr. anche § 1, n. 3, [4]] (Y
Se O & punto e o omografia costanti, allora
7l grad {(P — O0) X} a(P — 0)} = 2Da(P — 0) (*).
Dim. grad {(P—O0) <P — 0)} X dAP=dP < (P — 0)+{(P— 0) <} ad P=
= dP X (& +Ka)(P — 0) = dPx 2Da(P— 0); ¢. d. d.

7. Operatori grad, Rot applicati ad omografie particolari
(numero, assiale, diade).

Siano: m un numero reale e w, v vettori funzioni del
punto P.
Per 1’ omografia m, o esattamente mO, si ha, come & noto

1] gradm > =% 0. 3, [1]]
[2] Rot m = (grad m) A [n. 3, [2]].

(*) Si ha la formula che in molti casi pud essere utile:

L
mod 1

du
aP " {modwp (WA)? 7ps per modw +0.

Infatti, applicando proprietd ben note, si ha successivamente:

w

Chodw 1 du

1
© TGP " moedudP " H <g1ad rod 107" u) =
1 de 1 ( du _w .
T modudP (modw)? dP mod w’ ) -

1 du
=(—"—]—O—d——-——u)3 gu ar H(u, u) dP

(®*) Se invece « & funzione di P si ha:

grad| (P — 0) < a(P — 0) | = 3Dx(P — 0) + ¥’ %(P— 0P — 0).

=ecc.; c. d. d.
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Per la assiale w A si ha:
[3] grad(u A ) = — rot .

du
[4] Rot(u )= =3p —divu.

Dim. Per a vettore costante si ha [efr. n. 2, [3], [4]; n. 6,

0L 21

(grad u\) X e = — div(uAa) = — rot u X a;
(Rotu/\)a = rot (u\a) = — (le w— Z%)a,

che per l'arbitrarietd di e dimostrano le [3], [4].
Per la diade H(u, v) si ha:
dv
[5] grad H(w, v) = (div w)v + ap "

dn

[6] Rot H(zw, v) = H(ae, rot v) — v AK —- ip

Dim. Applicando formule ben note, e che non stiamo a
citare, si ha:

grad Hiu, v) <X a =div | H(v,u)a | = div |v X @ u| =
=vXa-divu + grad (v X a) <X w =

= (div u-v) X a+<K%§—)a> X u=

—\ai dv f ,
= 1vu-v+dPuv><a,

| Rot H{u,v)} @ =rot | Hlu, v)a} =rot {u <X a-v| =
=u X a'rot v+ grad (v < a)\v =
= H(u,rotv)_v/\K%ga

che per l'arbitrarieta del vettore costante @ dimostrano le [5], [6].

8. Primo invariante, vettore e coniugata di Rot «.

Degli operatori differenziali del 1° ordine definiti nel
n. 1, soltanto il Rot applicato ad una omoegrafic « produce
una omografia. B importante saper calcolare il primo inva-
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riante, il veitore, & quindi anche la coniugata, della omo-
grafia Rot«. Si ha:

[1] I, Rota = — 2 div Va
[2] 2V Rot o = grad(I,a — «)
[3] K Rot & = Rot & — {grad(I,« — o)} A

Dim. Per la definizione di Roto si ha

I, Rota =2I, Vk

dP’ 2VR0toc—4Vde

P’
applicando formule note [efr. Cap. I, § 6; n. 3, [10]; n. 4,[9]] si ha:

do a(Va .
IlRota:—2IIV 0P — 21, dP):—levVoc;
de da dlo da .
2VRota-—v<I \Ap— dP) ( dIl’) dP)—grad (Ta — o)

che dimostrano le [1], [2]. .
La [3] risulta dalla [2] e dalla nota identitd K3 =8 — (V3)A.

9. L’iperomografia do/dP e nuova forma della d(xu)/dP.
Abbiamo gid dimostrato [efr, § 1, n. 4] che, essendo «
omografia funzione di P; se
do d( fa)
f——-_— I“ K, D, V, allora f —“R?,
e ci rimane da dare le notevoli espressioni delle omografie

do , do
k;ﬁ; w, k ip '
essendo e vettore arbitrario funzione di P, e una nuova
forma della d(xw)/dP [efr. § 1, v. 7].
Si hanno intanto le due formule fondamentali:

do do
[1] k ?lTu:;ITJu—KROtK“'u/\’
ydo dRKa da
[2] k;i_l_—’“_K(kTF ) Pu—i—u/\ Rot «.
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Dim. Se nella [2] del n. 1. poniamo Kua, con « costante, al
posto di %, ed osserviamo ehe dP, 2P sono vettori arbitrari,
si ha subito

rot (Kaa) < u\x = (d(Kaa} \) > @ _(d(Koca) w) X u

dpP aP
¢ da questa [efr. n. 1, [4]; § 1, n. 7, [5]]

) dRo dKo
(Rot Ky < w \ac = (W u)a X x — (W w)a < w;
applicando il teorema di commutazione

axKRotKa(u/\w):axg(g_;‘,u)m_(%‘;w)us;

per Uarbitrarietd di « e dall’essere ky,ab = ;1,,ba si ha:

tKRotKa-u/\(w:;%u do $

kd—Pu X
ma @ & arbitrario e quindi risulta la [1].
Tenendo presente che k' = KkK si ha:

ltKoc {
3

che dimostra la 1* forma della [2]. - Se nella [1] si cambia o
in Xa poi si opera con K si ottiene la 2% forma della [2].

%% W —xg @ _Ki

apr aprY

La derivata di au si pud ora esprimere senza far uso
del vettore generico x o dell’ operatore k f[efr. § 1, n, 7,
[1], [2]] e si ha:

d(xn) du  da
[3] AP _oc;lT)+;l?u—-KRotKa'u/\.
Dim. Dalla [2] del § 1, n. 7 e dalla [1] ora dimostrata si ha:

d{au) du do. du  da »
W:aﬁ—f—kdpu_ocdp ap u— K Rot Karuw A\, c. d. d.

Si & dimostrato fefr. § 1, n. 7, [6]] che

d{ate) d u (loc
aP P
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nel solo caso che « sia la derivata di un vettore, ciod adP
un differenziale esatto. Ora la [3] prova che ¢id si verifica
nel solo easo che

Rot Kae =0

il che noi troveremo in seguito [efr. Cap. I1L, § 2, u. 1, [5]]
per altra via.

Se ci viferiamo al solito sistema unitario-ortogonale di
vettori 4, j, k costanti, si ha:

do. do.
Bl kspu=aXikimit+uxXj- k—» JruxEk- k

AP dP P
A s A
] k“(tI"P“:"X' K’ -’—1+u><: k’~7)l+u><k k';’t'% e =
=i Ki%‘ﬁ+ < j.K <1P> Xtha?;k,

notando che le prime forme valgono anche per 4, j, I
funzioni di P.

Dim. Applicando kida/dP) e k'{da/dP) alla identita [E. C. V.]
UW=—=u Xt +ujj+uxkk

si hanno subito le prime forme delle [4], [5].

La 2* forma della [4] risulta dalla 1" osservando che peri,...
costanti si ha dai)/d P =k(da/dP)i, ... Da questa e dalla 1* forma
delia [2] risulta la 2 forma della [5}.

OSSERVAZIONI. 1" Dalla [3] si ricava I’ omografia (do/d P)u,

do  d(axn) du

[3] pt=ip T dP—i—KRothc WA

e anche la sua coniungata

P’ dP ar

‘Burali-Forti & Maraalanoen 12

[3"] K("“ ) g4 g o wARotKa,
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7]
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ovvero sotto altra forma, poiché K(da/dP)= (dKa)/dP

" do. __d(Kau) du

[3"] K(?l_l_’">——_;i?— Kx- IP+KR0(70¢ u/\
Applicando gli operatori I,, K, D, V si ritrovano iden-

titd note [cfr. § 1, n. 4]. Applicando gli operatori grad,

Rot si ottengono le formule seguenti che il lettore pud

dimostrare per esercizio [efr. A. V. G, 1* ediz., pag. 85, 88]:

de \ dgrada ( du\ -
grad (dP >_.. ap grad \oc ‘K dP) a grad div u,
(loc dRotom du . __du

2* Nella 1* ediz. di A. V. G.abbiamo fatto uso dell’ope—
ratore binario S(«, ), introdotto da M. PiEr1 [cfr pag. 95],
definito ponendo

. do
(@) S(a, w)x = (;[P a;)u.

Una volta introdotto 'operatore k perle iperomografie (H,)
si ha, come & ben noto,

dao do
(2 %) ={iip e
e in conseguenza, dalla (a) essendo o arbitrario,

(b) S(a, 1w)—=k ;IP

Si pud dunque fare a meno dell’ operatore binario S.
Il lettore puo, per utile esercizio, tradurre, mediante k, le
proposizioni [1]-[16], pp. 96-97 della 1* ediz. di A. V. G,
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EsErcIzZI.
d -1
(1) @ > grad log Lu =1, (a-l-d—i)a): ~1, (a% a>, a cost.
e « invertibile.
(2) grad R'(a, ) =2V ja-Rot Kf + 3-Rot Ka}.
(3) grad R'(dw/dP, dv/dP;=0.

(4) rot w < w/\y:(%w) XY - (%y) < x.

(5) (rotu)A=du/dP — K(du/dP).

(6) diveu = |(dw/dP)a —rot (u \a)| X a, @ cost. 6 a>=1.
(7y dive = {grad (u X @) —rot (uAa)} X &, acost. ¢ a*=1.

(8) K Rot Kaw\ y) = (j_; w)y _ (%‘)xy)m

d d \
) (pbe )y — (Tpb0)e=
= [ K Rot Ka-OKf§ — K Rot K(«f) + a-KRot K3} (x Ay).
(10) %w'ﬁy—%y-ﬁw:{KRotK(aﬁ)——a-KRotK@:(w/\y).

{11) I, Rot (Bx) =1, {a-Rot 3 — KB-Rot Kal. -
(12) Se nella (11), & = du /AP, allora 1, Rot (o) = I, (2-Rot §);
e se a=du/dP e B=K(dv/dP), allora I, Rot (fa)=0.
(18) grad (fo) = § grad « -+ Ke-grad X3 +
-+ 2V | Rot (Ka-Kf) — Rot Ko K3 — Rot § ..
(14) grad (Ba) :}B grad o + <d1133e)m o s

d
Rot (Bo) = Rot Bot + i/\ﬁa—% T e s
(15) grad (H(»,u) — H(u, v)| = grad j(z Aw) A\ | == rot (w\v).
(16) Per O punto fisso. grad {(P— 0) < a(P — 0)| =
=2Dx(P—0) + | 55 (P— 0) L(P—0) — 1 Rot ( P—0) | A (P—0)
(17) @ >< grad (b >< grad m) = b X grad (@ X< grad m), @, b co- |
stanti.

(18) < grad (v < grad m) — v X< grad (u < grad m) ==
= grad m >< | (dv/dP)u — (du [dP)v|.
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av ava
(19) Rot &= Rot Ka — 202" = — C Rot Kat + 235~

W
(20) Rot Doz =Rot & + O

{21) grad Ra =2V (a-Rot Koc), grad R(du/dP)= 0.

(22) grad I, =grad a + 2V Rot a.

(23) grad I,x =2V (a-Rot Kz + Rot Ra).

(24) grad Iz == 2V(Rot Ra-Ka) - Ra (grad Ka).
do.

(25) d—P (’I.&/\’U) =

d d :
—= H{grad Ko, u A\v)— u/\ﬁjv + v E%u —(u/Av)\Rota.

N

du
(26) 2I23P (divu)*— div (dPu> -+ X grad divu —

du
= (div u)*+ (rot u)® + u < grad - div grad «* =

AP 2

= (div w)*+ (rot u)* — I (dP KdP)'

du . o du du\?
(27) R I, dP — (divu)K ap+ K(?P) .
du du
(28) I, =5 ) K R Ip
do, d(Rot awu) \ du
(29 Ro t( dP ) dPV— QROt(K(rP-K(Z).

§ 3. Operatori differenziali del 2° ordine A, A’

1. Operatori k, k¥ v per le omografie del 3° ordine.

Per poter dare una definizione semplice e naturale
degli operatori differenziali del 2° ordine A, A’ [efr. n. 2]
ci & utile estendere gli operatori k, v alle omegrafie del
3° ordine, H,, [efr. Cap. I, § 6, n. 1, Osservazione] ed
inoltre introdurre per esse il nuovo operatore k*. La teoria
generale delle omografie di ordine m, H,,, in uno spazio
ad n dimensioni, si trova, come si & pitt volte indicato,
nel libro Espaces courbes; in questo n. 1 noi ci limitiamo
a dare le poche nozioni che ci saranno necessarie per de-
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finire A, A’ e ottenere la relazione fondamentale tra questi
due operatori, non andando oltre le H,.

a) Indichiamo con p, una generica H,, omografia
del 3° ordine, e ricordiamo [cfr. Cap. I, § 6, n. 1] che,
essendo x, y, # vettori arbitrari, le notazioni [Ibidem, [2]
e Osservazione]

l"'3w? 5"'3'%?/7 l’LSwyz

indieano, rispettivamente, una
H, (iperomografia), H,  (omografia), H, (vettore).

Se f & uno qualunque dei simboli I,, K, D, V, k, k, v
indicheremo con fu, la H, tale che applicata al generico
vettore o da la stessa H, che si ottiene applicando f a
p,x, che & pure una H,; cioé

(11 (Sude=f(px), per f=1I1,K, D, V, k K, v.
B opportuno notare esplicitamente che:

Ly, Ky, Dy, kp,y, K'p, sono delle Hy,
Vi, & una H, (iperomografia)
Vi, » » H, (omografia),

mentre vy, , con p, iperomografia, o H,, & un vettore (*).
b) In tutto cid che segue resti stabilito che p,, p,, 1,
indicano, rispettivamente, una generica H,, H,, H,, e @, y,
vettori arbitrari.
Ci & gid noto che [efr. Cap. I, § 6, n. 3, [1]]

[2] ko0 — p,yx;

da questo e da quanto abbiamo stabilito in @) risulta su-
bito che

(2] ki,ocyz = poaczy,

(1) In generale se . & una Hy,, allora: Vp & una Hu_; e v 6 una
Huy.
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perché p,c & una H,. Ne segue che:
applicare kp, alla successione acyz é lo stesso che ap-

plicare p, alle successione aczy; in altri termini: I’ opera-
tore k esteso alle H, fa cambiare tra lore di posio gli
‘ultimi due vettori della terna che si considera.

Con I’operatore k, per le H,, non si pud passare da
una terna ordinata ad una sua qualsiasi permutazione.
Conviene introdurre 1’operatore

k* tra H, e H,
tale che:

[3] k*p,eyz = pyxz, ovvero [efr. a)] kK*p oy = p,yx
3 3 3

vale a dire:
applicare k*p, alla successione xyz é lo stesso che ap-

plicare 1, alla successione yxz; in altri termini: I’ opera-
tore k*, per le H, fa cambiare tra loro di posto i primi
due vettori della terna che si considera.

Dalla seconda forma della [3] risulta subito che: k* coin-
cide nel campo delle H,, con k.

Si ha immediatamente da [3] che

(4] K*k*p, =, , ciod k*k* & I’ identita [cfr. Cap. I,§6,n.3,[4]].

B poi ovvio che: con i prodotti funzionali degli ope-
ratorit k, k* si passa da una successione di tre vettori ad
una sua qualunque permutazione.

¢) Oi & gia noto [cfr. Cap. I, § 6, n. 4, [8]] che:

[5] Vi, == Pyl + o JiJ + okl

essendo ¢, j, k terna unitaria-ortogonale. .
Per vp, (che non & un vetlore, ma una omografia) si ha:

(5] vy, = kk*p i + kk*p jj + kk*p bk

che, quando al posto di p, si ponga p,, eoincide con la [5']
perché, in tal caso, k* coincide con k e kk =1.
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Dim. Per proprietd ora esaminate si ha, dalla [5']:
Vg == @it + v == K¥*gfd + ..o = kk*ppiic + ...
che per Parbitrarietd di « dimostra la [5].

d) Consideriamo ora le p come funzioni del punto P.
B intanto evidente che:

[6] dp,/dP & uma H,

poiche, dP & vettore e si ha (dy,/dP)dP=dy,.
B importante ricordare che: ¥ operatore k & commutabile
con la derivata rispetto a P. Precisamente

[7] diky,)/d P = k(dy,/dP).

Dim. d(ky,) = kdy, = kidy,/dP)dP; e. d. d.

Si & gid dimostrato [efr. § 1, n. 7, [1]] che, essendo w
vettore funzione di P,

. dipw) _ dw dy,
(8) ap ~ Map +k dP

.

Per la derivata di p,2 si ha forma analoga con il solo
scambio di k con k*:

dip,u)  du k* dp,2 b,

8] 4P 2ap +
formula che viene a coincidere con la [8'] quando si cambi
u, in g, poichd, allora, k* viene a coincidere con k.
Dim. @)= 15+ dte -+ dpyew = pyidec/dP)AP+ (dp, | AP)APw =
= py(du/dP)AP + k*dy,/dPpe-aP
¢. d. d., poiché du,/dP & una H; e pud allora applicarsi la [3]

2. Definizione degli operatori differenziali A, A’ del
20 ordine. Proprietd fondamentale.

Sia « una omografia e w un vettors funzioni di P.

Noi poniamo, per definire i simboli composti Apx, Ap't,

N Apo = v(k*k Al
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notando subito che nella [2] si pud dare forma identica a
quella della [1] scrivendo

0
(2] Npu=vy ( k*k ;Ti’z)

\

poiché d*u/dP* & una iperomografie (una H,) e quindi k*
coincide con k ed inoltre kk & 1I’identita.

Quando non vi possa esser luogo ad equivoco, sottin-
tenderemo I’ indice P nelle notazioni Apa, Ap'm, vale a dire
scriveremo, semplicemente, Aa, A'u.

Vi & appena bisogno di osservare che: se o, W $0N0
costanti allora Ae=0 ¢ A’ =0; ma non viceversa.

Interessa di stabilire subito, e ¢id deve esser tenuto ben
presente, che: Se le derivate seconde di « ed w rispetto a P,
d*a/dP*, d*u/dP*, sono, rispettivamente, omografia del terzo
ordine (H,) ¢ iperomografia (omografic del 2° ordine, H,),
esistenti ed univocamente determinate, allora Aa, A'se sono
pure esistenti ed wnivocamente determinate, ¢ si ha:

Ao & une omografia
(3] .

A ¢ operatore tra omografie ed omografie (1),
A'w ¢ un vettore
A" ¢ operatore tra vettori ¢ vettori

¢ quindi A 6 A" ammettono le potenze intere positive qualunqgue.

Dim. Cid risulta immediatamente dalle [1], [2].

() E vedremo poi {cfr. § 4, n, 1, [14]] che, per m numero reale, si ha
Am = div grad m
¢ in conseguenza
A ¢ operatore tra numeri ¢ numeri

\

il che non ¢ implicitamente contenuto nella affermazione del testo,
poiché un operatore « tra omografie e omografie », pud affermarsi che
¢ « operatore tra numeri e omografie » ma pud noun essere un operatore
tra « numeri e numeri .
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Nelle stesse ipotesi precedenti per le omografie =, 3 e per
i vettori w, v si ha:

[5] Ao+ 8) = A + AR, A(u—+v)=Au + A'v

cioé A e A’ sono distributivi rispetto alla somma. Peraltre
A ¢ A non sono operatori lineari perché, per m nwmero,
A(ma), A'(mw) differiscono, in generale, come vedremo, da
mAa, mA'w; in particolare, dunque, A’ non é una omografia
sebbene esso sia un operatore [cfr. [4]] tra veltori e vettori.

Dim. Risulta dalle [1], [2] perché v, k, k¥, d*/dP? sono opera-
tori distributivi rispetto alla somma,

La relazione fondamentale tra gli operatori A, A" &
espressa dalla formula seguente nella quale ¢ & un vet-
tore costante arbitrario

(6] (Aaya = A'(xa),

ciod: il vettore che si ottiene applicando 1’omografia A«

al vettore costante a, & identico al veltore che si ottiene
applicando U operatore A’ al vettore ad.

Dim. Da formule note [cfr. n. 1; [87], [8], {7]] si ha succes-
sivamente :

2 ?
) (L ——) a; L8 g 2 (k d°‘>a_k*k au

“apP ap)*’ “ap P i
da questa, dalle [1], {2] e dalla [1] del n. 1 si ha:
. ,
A(oca)——vdd(;g)_ (k*de’ ) 3\(]1 k dP’) sa:(Az)a; c. d. d.

Altra proprietd notevole & questa: il differenziale d ¢
eommutabile con gli operatori A, A’; cioé
[7] d(Aa) = A(dx)
(8] d(Aw) = A(du).

Dim. Osserviamo che per la [2] si ha subito [cfr. § 2, n. 1, [3]]

du
Au=grad o5 [efr. n. 3, [1]]
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e ricordando che il differenziale & commutabile con grad ecc.,
si ha:
dAui = d d— 1d v —= ddu) =A’
= (g‘“‘ ap = grac dP—g ad =gp = Aldw)
che dimostra Ia [8]. - Se @ & vettore costante e si applicano
le [6], |8], si ha:
td(da) e =d|(Axja! = d|Axa)| = A(dx-a)= | A(dz) | @
che per Darbitrarieta di e dimostra la [7].
Si noti che alle [7], [8] si possono dare, per @ vettore
costante, le forme seguenti [efr. § 2, n. 4]:

, d(Aoc) da
(7] ap =4 (lP )

) d(A ) , (du
(] P ¢=A (dP )

OsSERVAZIONE. Nell’ Introduzione [cfv. III, n. 8] ab-
biamo esaminati, del tutto in generale, differenziali e de-
rivate successive. Per ¢id che riguarda un vettore w1 e una
omografia «, funzioni di P ed essendo dP, 4,P, d,P, d,P
differenziali arbitrari di P, si ha, in modo ovvio,

d,d,w = (d*u/dP*)d, Pd,P; d*u = (d*u/dP*)dPdP

(9
] dyd o = (d*«/dP*)d, Pd,P; &« = (d*«/dP*)dPdP.

Ad es. osservando che, per «, B omografie funzioni
di P, si ha

d(Ba) = B-do+-df-a, &*(Ba) =8 d®x 4- 2d3-da + d*B-a
e in conseguenza

- d*(Ba)

“ps APAP=8. lPIP+" "5 P + 2B apap.a,

e

portando, mediante gli operatori k, k*, nel 2° membro a
destra il dPdP si ricava la d*Bx)/dP2.
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3. Alcune forme di definizioni possibili di A e A",

Siano: w un wvettore, « una omografie, Mm un NUMEro
reale funzioni di P.

Il vettore A'we si pud esprimere mediante il grad, ov-
vero mediante grad, div, rot e I’operatore differenziale

S d
leibniziano ¥i
du
(1] Au = grad —=; P
[2] A'w == grad div « — rot® u

e queste danno due possibili definizioni di A’ mediante
altri operatori differenziali del 1° ordine gia noti [si tenga
presente che rot®w, sta, secondo le leggi generali delle
potenze degli operatori, al posto di rot rot u].

Dim. La [1] risulta subito dalla [2] del n. 2 e dalla defini-
zione di grad [cfr. § 2, n. 1, [3]], poiche si ha:

d*u du du
Nu=vom=" 3dP< )EIgdefP'
Anche la [2] si dimostra facilmente [efr.; 1% delle {115 § 2,
D4 [2]; 0.7, [1];§2 n 2 (3]; 82 n 4 [1]; § 2 n 3]

v |

(a) Aw—= gmd =grad § ( ; rot w) A\ + K pi=

dP
= —rot rot ad K 2
= —rotrot w + grad K 553

ma poiché dP & vettore indipendente da P, si ha:

grad K >< dP = div ( @163 dP) =div{du) =ddivu) =grad divu <X dP

. d . o
che, per Parbitrarieta di dP, da gradKE%: grad divu, e quindi,
da (a):

A'u = — rot*s + grad dive; c. d. d.
La omografia Ax si pud esprimere mediante grad, Rot
e la solita derivata leibniziana, sotto la forma:

d grad K«

i — Rot? «,

3] =K
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ovvero sotto la forma, apparentemente diversa:

_dgrada R

Dim. Da formule note [n.2, [6]; [2]; § 2, n. 2, [3], [4]; n. 6,
[3]] e per @ vettore costante si ha:
(Ax)a = A'(za) = grad div (da) — rot? (xa) =

dgrad K
gl;;‘oc a — (Rot?a)a,

= grad | grad Ko < a| — (Rot*z) e = K

che, per I’arbitrarietd di a, dimostra la [3].
Posto, per abbreviare la serittura, p, = d% [dP? dalla defi-
nizione di Ax e dalla [5] del n. 1 si ha, suceessivamente :

A(Ra) = v(k*k Ky = kk*k*k Kyt + ... =
= Kpydi + o = K(ptgdd + ...) = Kv(k¥*ky,) = K(Ax) ;

si & cosl provato che gli operatori A, K sono commutabili, ciod
che
A(Ka) = K(Ax).

Allora, se nella [3] cambiamo « in Ko e poi operiamo con K
nei due membri, si ottiene la [4].

Si pud anche esprimere il vettore che si ottiene appli-
cando l'omografia Aa al vettore generico u, per mezzo
del grad e della solita derivata leibniziana:

d(xar) du | du
P ——205@5 ~+ « grad i

5]  (Aww=grad 3

Dim. B noto [efr. § 1, n. 7, [2]] che

d’ou) du dx
() e :aﬁ-*_(kﬁ)u.
Ora si ha [efr. § 1, n. 5, [3]]
8
*ap . e du d*u

AP T tapap t*¥qpi
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ed operando con k nei due membri [cfr, Cap. I, § 6, n. 3, [4], [6]]
du
[+ ap)

(¢) aP
Si ha anche [efr. n. 1, [8]]

d» du d*w
:k<kﬁ'ﬁ> tuTpe

d(k da )

ap’ d» dw d?
A T *
(@) : P —Eapap Kk gmu

Derivando la (b) e tenendo conto delle (¢}, (d) si ha:

7 *L
(e) Pt = k +och,+LdP P kde2u.

d“’(om)_k( da du) a*u dz dw d?o
apP ap

Applieando v ai due membri di questa si ha [efr. n. 2, [2];
Cap. 1, § 6, n. 4, [3), [5]; n. 2, [1]]

dx du) -+ alA'u + (A s

A'{au) __‘Zv<de aP

ricavando (Axjw ¢ applicando altre formule note si ha [efr. [1];

§ 2, v 5 [7]]
du ' du du
— 2 grad 2 9 grad (0 "% ) — & graa S|
(Azjo = gmd dP a grad iP 2 | grad (oc dP) o grad i
che dopo semplici riduzioni da la [5].

Se i, 4, k & sistema unitario-ortogonale di vettori,
allora:

. ' e, da ., Ao
[6) Aoc_(lpzu—i—dngJ—l—szkh
7] Alg = d*u ,,+(Z 13 3+ d*u Kk,

dpr*? dP? dP*?
alle quali, per 7, j, k vettori costanti, si possono dare le

forme
T (B
“\ap . , “\ap"? ,
—_ 1 ANu——"""14

(8l _
A AP (IR T S
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o ancora, per 0, i, j, k sistema cartesiano ortogonale co-
stante €
P =0+ xi + yj + 2k,

divenendo cosi « ed w funzioni di #, y, 2, le forme

9 Ap=lx T Fao . Fu Fu  Fu
(9] "Ew T ttay ATttt

e quindi Adx e A'w si ottengono applicando ad « o ad u,
indifferentemente, I’ operatore simbolico di LAPLACE
82 82 a:’

o T s

[10]
Dim. Dalla [1] del n. 2, dalla [5] del n. 1 e ricordando che
kk ¢ k¥k* indicano I’identita, si ha:

?a dlo d*o
Az = V(_k*k d_P—Z) = kk*k*k A=
che dimostra la [6]. - La [7] si ottiene subito dalla {2] del n. 2
e dalla [5'] del n. 1.
Per la 1* forma [8] si ha [cfr. n. 1, (8], [3]]
(850
ar’ . dx di | Cdx . da

aP z:-d-f)ﬁz—l—k*d—ﬁll:mi@, ece.,

7o+ ..

e analogamente per la 2" forma facendo uso della [8'] del n 1.
Se ora & & ente funzione di P e quindi di «, Y, # si ha per
formule note

dh . dhoP oh .
(a) AP T iPw = €0 Der j, k;

dunque applicando le (a) alla forma [8] si hanno le [9], [10].

OSSERVAZIONI. - 1.* Le [1}-[4], [6], [7], [8] sono delle P08-
stbilé definizioni assolute e nominali di Ax e di A'ar. Le
(6], [7], per quanto formalmente (ma non realmente) pitt
sempliei delle altre, non sono cousigliabili perché richie-
dono Puso del sistema di riferimento, per quanto assoluto,
i, J, k; lo stesso dicasi delle forme [8).
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2. La [b] si pud pure assumere come definizione
di Az; ma come definizione indiretta, non normale, poiché
essa d3, non Ax ma il vettore che si ottiene applicando
’omografia Ax al vettore generico . Assumendo la [5]
come definizione & necessario déimostrare che essa individua
realmente una omografia Az e tale dimostrazione & assai
complessa [cfr. 1* Ediz. di A.V.G., Vol. I, pag. 98]. Mentre
per le definizioni indicate mnella Oss. 1.%, basta ammettere
I’ esistenza della derivata seconda di & od n perché A« e A'w
risultino, senz’altro, esistenti e univocamente determinati.

3.* La [6] del n. 2 non pud essere assunta per definire,
anche indirettamente, Aa (si intende, una volta definito A')
poiché, dandoci il vettore (Az)a con @ costante, non ci da
(A con w funzione di P, e quindi resta impossibile
dedurre dalla [6] del n. 2 che Ao & una omografia funzione
di P. - Si noti che la [6] del n. 2 si ottiene subito dalla [5]
di questo n. per wu costante.

4." Le [8] forniscono definizioni nominali ma non as-
solute di Ax e A'w, poiché richiedono il sistema cartesiano
0, i, j, I e le coordinate z, y, z di P rispetto a tale si-
stema. Esse sono danque da escludere, non bastando a
giustificarle il fatto che i secondi membri di essi sono
degli invarianti, poich & inutile introdurre degli invarianti
cartesiani quando si possono introdurre degli enti assoluti,
indipendenti da coordinate, e quindi inverianti assoluti.

55 Si & gid osservato [efr. n. 2, [3], [4]] che: A @&
operatore tra H, e H,; A’ & operatore tra H, e H,. Dunque A
ha una proprlem che A’ non possiede; baste questo [cfr.
Intr. I, n. 1] per poter affermare che A== A’

Che i secondi membri delle [6]-[9] abbiano la stessa
forma [cfr. con [10]], potendosi in essi scrivere, indifferen-
temente, « od'wu per ottenere Ax o A'w, non basta per
distruggere I’ affermazione precedente A= A, poiché rimane
sempre il fatto che A e¢ A" mon hanno a comune tutte le pro-
prieta [efr. [1] e [2] con [3], [4] e anche con la [6] del n. 2].

Nelle [1], [2] del n. 2, insieme alla identita di formae
dei secondi membri vi & la differenza di sostanza, come
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u

indicano chialamente le [1], [2] del n.2; e lo stesso si
ha dalle [6], [7], [8] perché p,dé, p,ii sono enti di specie
diversa. Invece con le [9], o, meglio, con il simbolo [10] di
LAPLACE, rimane la forma e la sostanza sparisce; cio non
deve far meraviglia perché: una wvolta introdotte le coordi-
nate si distruggono formalmente le propriety geometriche.

In conclusione nelle [1], [2] del n. 2 0c¢corrono, come
abbiamo fatto, due simboli diversi, ed errano tutti coloro
che sostengono potersi far uso di un solo simbolo, cioé che
sosteugono essere A identico a A’, mentre si ha, indiscuti-
bilmente, A== A’

4. Operatori A, A’ applicati a prodotti funzionali, in-
terni, esterni.

Siano: m, n numeri reali, o, 3 omografie, u, v vetlori,
tutti funzioni di P.

Si hanno le formule notevoli seguenti:

(1] Al(ate) = (Aa)ee — a(A'ew) + 2 grad ( l;)

(2] A'(muw) = m(A"w) 4 (Am)ie + " = glad mn,

[3] A(ma) = m(Aa) + (Am)a + 2 ;;—% grad m,
[4] A(mn) == m(An) + n(Am) + 2 grad m X grad n,

[5]  AGn = (AB)x -+ G(Aa) - "V( 4. de)

[6] A(rex< v)==div <K~— v) + div (K —= u) =

’ ) die dv
=u><Av+v><A“+2Ii<K(ﬁ) dP>’
lv du
r” 9 = A — ’ 4 . apP
1) M@eAw) = wANS — o AN 4 4T (dp de).

Dim. [1]. Dalla [5] del n. 3 si ha:

{Ax)we = grad dga

du
“) —9g1ad( dP) +oc,g,1ad I
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che per la [1] dello stesso n. 3 da subito:
(Ax)u = A'(au) —2gxad( dP) + o(A'u); ¢ d. d.

Dim. [2]. Se nella [1] poniamo m al posto di » e si osserva
che [efr. § 2, n. 5. [3]]

du
grad <m dP) =m gmd d P P grad m —

=mA'u + —23 grad m

si ha, dopo sempliei riduzioni, la [2].
Dim. [3]. Se @ & vettore costante, allora, dalla [2] e da altre
proprietd ben note [cfr. n. 2, [6]: § 1, n. 7, [5]] si ha succes-

sivamente :

P Alma) | @ = A'(m-aa) = mA'(xa) + (Am)xa -+ 2 fl‘%?—) grad m —

= m(Ax)a + (Am)oa + (2 dﬂ% grad m)a

che per I’arbitrarietda di @ dimostra la [3].
Dim. [4]. Se nella |3] si pone n al posto di « e si ricorda
[efr. § 2, n. 3, [1]] che dn/dP = (grad =) >< si ha sabito la [4].
Dim. [5]. Se nella [1] poniamo § ed aa, con @ vettore co-
stante, al posto di « ed w, si ha successivamente e per pro-
prietd ben note [efr. n. 2, [6]; § 2, n. 5, [7],; §1, n. 7, [2];
n. 1, [1]]

(Aﬁa ta'—'A’(a 2 ——-(Ag xa——ﬁA “(")+2gl‘ad(ﬁ d(ag))—

= (A3)xa — B(Ax)a + 23 grad d(za) ov( a3 d@“))

ar dP " aP
=i, +23<Ax)a+°v( ﬁ de)
= @8+ 45 + vk Tk 75) | @

- che per ’arbitrarietd di a dimostra la [5] (}).

: (1) 8i noti che il prodotto di una H,, per una H, & una Hupnoy ©
. quindi k(dB/dP)-k(d«/dP & una H,,

"~ Dalla [5] si possono ottenere le [3), [4] come casi particolari, ma
sono pil semplici le dimostrazioni indicate.

- s e -
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Dim. [6]. Come dimostreremo tra poco [cfr. n. 5, [1]] si ha:
Am = div grad m.
Allora da questa formula e dalla nota espressione [cfr. § 2,
n. 6, [3]]

grad (ux v) =K “w-KdP

d
aP
risulta subito la 1* forma [5]. - Osservando che [efr. § 2.

5 (51 w du du dv
div(Kil_I—’ ) (gmddP)Xv_'—I(KdP'dP):
du dv)

:(A,’M:)X’U—G—II(KE-@ y

d
e analoga per la div (KE%M) e che [cfr. Cap. I, n. 6, [4];

n. 7, |8
e p (g @\ g (g dv du
\*apP'ap)— P\ “aP dP)

dalla 1 forma [B6] si ha pure la 2%

Dim. [7]. Dalla d(uAv)/dP [cfr. § 1, n, 3, [1]] e ricordando
[efr. § 3, n. 2, [1]] che A'w = grad (du/dP) si ha successivamente
[efr. § 2, n. 5, [11]]:

A’ (uA\v) = grad (u/\ﬂﬂ) — grad (v/\g%) =

dv du dw __dv
_u/\grad +2V< K dP) v/\gm«l~—1«,—-2V(El—).K;u—)):
a d
—u/\A’v—v/\A’u+2V(dJP Kd';,) 2V( d‘;,)_—_ ecc.; c. d. d.

5. Operatore A applicato alle omografie sempliei.
Siano: m un numero reale, . una omografia, w, v vettori,
tutti funzioni di P. Si ha:
[1] Am  =divgradm=1I, ﬁ‘l%%d"}
[2] Aup) = (AwA
du

3] AH(u, v) = Hx, A'v) + H(A'w, v) +2 * g s

[4] Se « & dilatazione, anche Aa & dilatazione; cioe: da Va =0
segue che anche VAa =0,
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Dim. [1]. Se @ & vettore costante, per proprietd ben note
lefr. n. 2, [6]; n, 8, [1]; § 2, n. 3, [5]; § 2, n. T, [6]] si ha
successivamente:

{Am)a = A'(ma)=grad ‘—z—@l—ﬁ = grad H(grad m,a) = (div grad m)a,

che per D’arbitrarietd di @ dimostra la 1* forma della [1]. La 2
forma risulta dalla 1* e dalla definizione di divergenza [efr. § 2,

n. 1, [1]].
Dim. [2], [3]. Per a vettore costante si ha, in virta di pro-
prietd ormai ben note e che crediamo inutile richiamare:

tAuA) e =AuAa)=—a\du=(Au)\a;
| AH(2, v) ja = A’ { H(u, v)a | = N(u X a-v)=
=u X a-Av+ Alu X a)-v+2%grad(u><a)=

’ , dv __du
—uxa-Av+aXAu-v+2ﬁ-Kﬁ)a_
du

’ , dv
={ H(u, A'v) + H(A'w, v) + 255K o5 (a5

che per I'arbitrarietd di e dimostrano le [2], [3].

Dim. [4]. Se a, b sono vettori costanti si ha:

2V(Ax) X a Ab=b X (Az)a — @ X< (A2)b =b < A(0za)—a X A(ob) =
=A(® X aa —a X ab) = A(2Va X a\b) = 20'(Va) X aA\D

che per 1’arbitrarietd di aA\b dimostra che
V(Ax) = A'(Va) lefr. n. 6, [4]}

PN

Questa formula prova che da Va=0 (cioe « & dilatazione)
segue che V(Az) =0 (ciod Ax & dilatazione); c. d. d.

6. Prodotti di A per gli operatori I,, K, D, V.
Se « & una omografia funzione di P, si ha:

[[;]] i&ﬁa: ﬁ{l“ ciod A & commutabile con gli operatori
*x = o
I,K, D
[3] DAa = AD« v

[4] VAe = A’Va} A, e anche A, non & commutabile con V.
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Dim. [1]. Se i, j, k & il solito sistema unitario-ortogonale
costante, 8i ha:

LAx=1>X<(Aa) + .m=3 X< A'(2d) + 0. = A(E X 2 4+ ) = ALa; €. do d.

Dim. [4]. La |4] & gid stata dimostrata nella Dim. della [4]
del n. 5. '
Dim. 2], |3]. Dalla nota identitad [efr. Cap. I, § 1, n. 10]

o= Dx+ (VA

applicando A ai due membri e tenendo conto della [4] e della |2]
del n. 6 si ha
(@) Ax=ADxz + (A'Va) A ;

ma poicheé Dz & dilatazione anche AD« & dilatazione [efr. 1. 5, [4]]
e quindi dalla identitd Ax=DAx-+ (VAx)/ e dalla (a) ri-
sulta subito la [3]. La [2]si ha dalla identitd Ka=a—(Va)/,ecc.

Si noti che un’altra dimostrazione della [2] I’abbiamo data
per la [4] del n. 3, e si noti pure che I’attuale dim. della [2]
& indipendente dall’ altra ora citata.

7. Derivata, divergenza e rotazionale del vettore che si
ottiene applicando Ax ad un vettore costante.

Se a & omografia funzione di P e « & vettore costante
per il vettore (Ax)e si hanno le formule notevoli seguenti:

di{(Ax)at . d(aa)
[ AP A dapP
[2] div{(Ax)al = A {div (axau)!
(3] rot | (Aaya} = A’ {rot (xa) .
Dim. Essendo dP vettore arbitrario, indipendente di P, si ha:
3;)“ AP =a|(Axa| = |d(Ax)| @ = |A(d)a =
— A} d(za) | = A ] 5 d (%a dP% =1a d(““) iP

che diostra la [1}].
Applicando T, ¢ 2V ai-due membri della [1] e tenendo eonto
delle formule del n. 6 si hanno subito le [2], [3].
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§ 4. Prodotti funzionali degli operatori differenziali
del 1° e 2° ordine.

Noi abbiamo considerati i sefte operatori differenziali
d . ,
{a) ap’ div, rot, grad, Rot, 4, A

dei quali, — e giova ricordarlo —, gli ultimi sei sono-esprimi-
bili mediante il primo (leibniziano). I prodotti funzionali degli
operatori (a), con due, tre, ... fattori, daranno luogo a nuovi ope-
ratori differenziali del 2°, 3°... ordine i quali, — e anche qui
giova notarlo —, si potranno sempre esprimere, volendo, per
mezzo degli operatori leibniziani

4 & @
apP' dpP» 4ap¥

Noi esamineremo, in c¢id che segue, alenni, tra i pilt impor-
tauti, dei prodotti degli operatori (a), combinandoli, quando
occorra, anche con gli operatori I,, K, D, V per le omografie,

Nei numeri seguenti di questo §, «, «, m indicano, rispetti-
vamente, un vettore, una omografia, un numero reale funzioni di P.

Alcune delle proposizioni seguenti sono gia note e sara
citato, a destra in margine, ove si trova la proposizione stessa;
altre hanno una dimostrazione ovvia, conseguenza di proposi-
zioni note che pure saranno citate a destra in margine; per le
rimanenti daremo la dimostrazione come abbiamo fatto fin qui.

1. Operatori del 2° ordiue.

du , .
(1] grad TP Au [§ 3, n. 3, [1]]
du .
" [2] grad K iP= grad div w
du __ d(rotb )
due

[4] Rot K 7 = 0.
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Dim. [2]. Si ha [efr. § 2, n. 2, [3]; n. 4; n. 3, [1']]
d
(gmd K%';) < dP = div (d—’;, dP) — div(dw) = d(div w) =
= (grad div ) <X dP; c. d. d., per 'arbitrarietd di dP.
Dim. [3]. Se a & vettore costante, si ha [efr. § 2, n. 2, [4];

n. 4, [17]
dw \ d(robu)
(Rot iP) rot (Ef’a) =-gp % ° d. d.

Dim. [4]. Essendo @ vettore costante si ha, per formule ben
note e che non stiamo a citare:

du \ { du du |
(R tKEfP) rot(Kﬁpa>_r0t(a—F¢z——<2Vﬁ)/\a‘:_
__d{rot u) d(rot w) . d(rotw)\
= —p @ rot| (rotu)Aa|= ap o+ dlvrotu——dl) a=
= (divrot u)a
e resta cosl dimostrato che
d
{a) Rot K d_;% = div rot u.
Ora si ha:

_ (rotu) du . . duw _ .
divrotw =1, P =1, Roth_—devVﬁ_-—dlvrotu
e quindi risulta subito
(b) divrot u=0.

Dalle (a), (b) risulta la [4].

\ (5] "“}l‘;’)“) (graddive) > [da § 2, n. 8, [1]]

(L) ‘ . du

[6] grad divee =grad K iP [la [2]]
. [7] Rotdivew=(graddivu) A [da § 2, n. 3, [2]]
; d(rob w dw )
\ 8] =yp— = Rot o5 [la [3]]
(1D 9] divrot e =0 [la (b) della Dim. [4]]

die
( [10] rot? w_glad(dl\ w _(TP) [§ 2, n. 3, [2]]
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[11] "(gf;;‘} %) — Au4-KRot'Ka [§ 3, n. 3, [4]]

[12] divgrad « =1, d(%%g—@ [da § 2, n. 1, [1]]
(IV) [13] div grad Ko ==div grad «

[14] div grad m = Am [§ 8, n. 5, [1]]

[15] rot grad « = grad Rot «

[16] rot grad m =0 [da§2, n. 1,[2}; n. 3, [4]].

Dim. [13]. Dalla identita & — Ka = (2Va)A e dalla [3) del
n. 7, § 2 si ha

div grad (Kx — o) == 2 div grad (Vo) \ = — 2 div rot Ve

che per la [9] dimostra la [13].
Dim. {15]. Si ha intanto per formule ben note:

(grad K Rot o) X @ = div | (Rot xja | = div rot (aa)
e quindi per la [9) si ha:
{0) grad K Rot a =0.

Dalla nota identita K3 =8 — (2V3)A si ha, applicando, oltre

la (¢), altre formule note [efr. § 2, n. 8, [2]; n. 7, [2]]
0 — grad K Rot o = grad | Rot « — (2V Rot ) A\ | =

=grad |Rot & — {grad (T,x — )} A1 =

= grad Rota + rot grad (I,x — «) =

= grad Rot & + rot grad I« — rot grada;
ma per la [16), gia dimostrata, si ha rot grad I,x=0 e quindi
& vera la [15].

[17] grad Rot « = rot grad « [la [15]]
[18] grad K Rot a =0 [1a (¢) della Dim. [15]]
[19] Rot? o = K WETAAED) _, § 3, n. 3, 13]]

(vyq 19 4P

[20] V Rot K Rot « = — grad div Va

[21] Rot K Rot (Va A\)=(V Rot K Rot a) A
]

[22) Rot K Rot Da = D Rot K Rot «.
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Dim. [20]. Si ha [cfr. § 2, n. 8, [2]; [18]; § 2, n. 8, [1]]

2VRotKRota:ZVRot(KRota):grad:I,KRota—KRotz,*:
=grad I, Rot o = — 2 grad div Va3 c. d. d.

Dim. [21]. Si ha [efr. § 2, n. 7, [2]; [4]; [7); [20]]

(v,
Rot K Rot (VaA\) = Rot K ; ;P"‘)

=—(graddivVa) A =(VRot KRotx)A;ec.d. d.
Dim. [22]. Si ha [efr. [21]]

— div Vo } = — Rot div Va =

RotKRot;Dcx~—RotKRot(/——Voc/\)——RotKRotoc——(VRotKRota)/\:
=D Rot KRot«; c. d. d.

B molto utile, per numerose applicazioni, di aver ben
presente quei particolari operatori differenziali del 2° ordine,
prodotto di due operatori del 1° ordine, che danno risultato
identicamente nullo :

[23] divrotw =0 [9]

\ [24] rot grad m =0 {16]

(VD) (25] grad K Rot o = 0 [18]
' du

( [26] ROtKTP=O' (4]

2. Operatori del 3° ordine.

[1] rot A'w = A’ ot 1 = — rot® u
(2] Rot Ae = A Rot & = — Rot? «
[3] div A = A div w = div grad div »

digrad a) e _
- dpP 0.

[4] grad Aa = A’ grad o, ovvero grad | Aa
Dim. [1]. 8i & trovato [efr. § 3, n. 3, [2]]

(@) A'w = grad div w — rot%e.
Operando con rot nei due membri della (@) si ha [cfr, n. 1, [15]]

) rot A'v = rot grad div « — rot*u = — rot?u,
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Se nella (a) si pone rotw al posto di w si ha [efr. n.1,[9]]
{(¢) A’ rot w = grad div rot v — rot® % = — rot? u.

Le (J), (¢) dimostrano le [1].

Dim. [2]. Se @ & vettore costante, dalla [1] e da formule
note [cfr. § 2, n. 2, [4]; § 3, n. 2, [6]] si ha:
rot A'(za) = A’ rot (2@) = — rot¥(aa),
rot{(Ax)a| = A’{ (Rot a)a| = — (Rotiu)a,
(rot Aa)a = (A Rot a)a = — (Rotéx)a,
che per ’arbitrarietd di ¢ dimostra la [2].

Dim. [3]. Operando con div nei due membri della [2] del
n. 3, § 3 e tenendo conto della [9] del n. 1 si ha subito

div A'w = div grad div »;
ia dalla |14} del n. 1, poiehd div« & numero, si ha:
divgraddive = Adivu

e quindi le [3] sono dimostrate.
Dim. [4]. 8i ha successivamente, per le formule citate a
destra, ed essendo a costante

div { {KAx)ae | =Aldiv(Kee |, [§ 3, n.7,[2]]
a < grad Ae==A(a < grad «), [§ 2, n. 2, [3]]
a > grad Ax=a < A’grada, [§3,n.4,{6]2*forma]

che per I'arbifrarietd di @ dimostra la 1* forma della [4]. La
2* forma si ottiene dalla 1% ricordando che A'w = grad (du/dP).

3. Operatori del 4° ordine.

[1] A*m = div A’ grad m

[2] A%u = grad A div @ — rot A’ rot w
duw

[3] Rot AK TP 0.

Dim. [1]. Dalla [14] del n. 1 si ha Anm=Adivgradm; da
questa e dalla [3] del n. 2 si ha A’m=—=div A’ gradm, c. d. d.
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Dim. [2]. Dalla [2] del n. 3 del § 3 si ha, operando eon A’
A% = A’ grad divu — A rot*u

che per le [3], [1] del n. 2 da appunto la [2].
Dim. [3]. 8i ha [n. 2, [2]; n. 1, [4]]:

du du du
— 2 e 2 Koo ) — 20—0.
RotAKdP._. Rot“KdP_ Rot (RothP)__ Rot* 0= 0.
Noi abbiamo citate tre sole formule per gli operatori
del 4° ordine, ma dalle precedenti possono ottenersene
molte altre; come pure si possono ottenere operatori di
ordine superiore al 4°.

OSSERVAZIONE. Gli operatori differenziali si possono anche
raggruppare a seconda del loro campo di applicabilita (vettore,
omografia, numero) e allora stabilito tale campo si pud scrivere
la formula senza bisogno dell’ente (u, o, m) cui 1’operatore
deve essere applicato. Cosl ad es.

campo dei vettori; divrot=20, {n.1,]9]}
»  delle omografie; rot grad —grad Rot [n.1,[15]]
»  dei numeri; rot grad =0 [n.1,[16]].

Questi due ultimi esempi confermano quanto abbiamo detto
nella Intr. ehe le proprietd di un operatore dipendono dal suo
campo di applicazione che si considera; e bene spesso non si
tien conto di un fatto cosi importante.

§ 5. Funzioni di funzioni.

1. Funzioni di un punto il quale & funzione di un punto.

Gli enti h che si considerano (punti, vettori, omografie,...)
siano funziont del punto P, essendo, a sua volta, P fun-
zione del punto Q. Si hanno allora da considerare le deri-
vate rispetto a ¢) che si otterranno dalle derivate rispetto
a P e dalla derivata di P rispetto @ ¢, per la quale por-
remo, allo scopo di abbreviare la serittura :

a9,
[O] G —= d——-l-j‘y
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tenendo conto che: se P & funsgione invertibile di @, cioé @
& funzione di P e la o & invertibile, si ha

aQ

7 —t Y

[0] o = ap
Qualunque sia h funzione di P & noto [efr. Intr. III,

n. 7] che

) an _ dhdP _ b

dQ  arPdQ — dP

e cosi resta espressa la dh/d@Q per mezzo di o e della dh/dP.
Cid che abbiamo ora fatto, con la [1], per 1’operatore

differenziale fondamentale leibniziano, dobbiamo ripeterlo

per gli operatori

divg, rotg, gradg, Rotg, Aq, 4y

che verranno espressi mediante ¢ e i medesimi operatori
con I'indice P.

Come al solito, w, «, m sono, rispettivamente, wettore,
omografia, numero reale, funzioni di P e quindi anche fun-
zioni di @, poiché P & funzione di @.

[2] divgw = dive(cw) — (gradrKo) X uw
[3] rotgu == — rotp(Kouw) -+ (RotpKo)uw + (1,0 — o) rotpe.

Dim. [2]. Per formnle note, che citiamo in margine a destra,
si ha:

d
div (ow) = (grad , Ko) < w+ I, (c-%) = (§ 2, n. 5, [3]]
du
T + I, (—d—l—,c> = [Cap. I, § 4, n. 5, [1]]
du
T e +Lgp= ([
T e e e e +divgw (§ 2, n. 1, [1]].

Dim. [3]. Dalla definizione di rot [cfr. § 1, n. 1, [2]] e poi
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«da altre formule si ha successivamente:

rotg =2V Q—zv(dl, >_2VBK%%+(2V3%)/\;GJ=

=2V|K e o+ (Tot )\ {=[ cap.L g4 n.2, (3]

=2V (K Z—;-c) + (Lo — o) rob, uw= [§ 2, n. 5, [5]]

= — rot, (Kosu) + (Rotp Koju + (I, — o) rot , u; e.d.d.

[4] gradgm = Ko gradpm
{6] gradga = gradp(«-Ko) — a gradpKo=1v (k P Kc)

Dim. [4]. Dalla nota espressione di dm [§ 2, n. 3, [1']] si ha:
grademde gradpm <X dP=grad ,m < odQ= Ko grad ,m<d@

che per Darbitrarietd di dQ dimostra la [4].

Dim. [5]. Se, essendo a vettore costante, nella [2] poniamo
% =Kza si ha subito [efr. § 2, n. 2, [3]] la 1* forma della |5].
La 2° forma si ottiene dalla 1* e da, § 2, n. 5, [7].

{6] Rotgm = (Ko gradpm) A
(7] Rotea = — Rotp(Ko-a) -+ (RotpKo)x + (I,6 — o) Rotpa.

Dim. [6]. Si ottiene subito dalla [4] e dalla § 2, n. 7, [2].
Dim. [7]. 8i ottiene dalla [3] per w=uaa, con a vettore
costante e dalla § 2, n. 2, [4].

Per gli operatori rot, Rot si hanno anche le formule
seguenti assai notevoli che si esprimono mediante I'opera-
tore R:

rotg (Kow) = RKo rotp u ,

rotou = RKo rotp(Ko—*w), per o invertibile.
{ Rotg(Ko-a) = RKos Rotpa
2 Rotgx = RKo Rotp(Ko—t.a), per o invertibile.
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Dim. [8). Dalla [2] del § 2, n. 2 e da altre formule ben
note si ha: '

rot o, (Ksu) < AQN\3Q= d(Kou < 3¢) — 5(Kou X dQ) =

= d(u < 68¢) —&(u X 5dQ) =
= d(u X EP) — 3uxX dP)=
=10t u X dPA\SP=rot ,u < (3dQ)\(cSQ)=
= rotpu <X R3(dQA3Q) =
=REKsrotpu < dQA\ZQ
che per Varbitrarieta di dQA3Q dimostra la 1* delle [8]. La 2°
si ottiene subito dalla 1* ponendo Ks—!u al posto di w.

Dim. [9]. Se nelle [8] si pone u = aa, con a vettore costante,
8i ottengono subito le [9] applicando formule ormai ben note.

Per gli operatori Ag, A'g, abbiamo le due formule:

[10] Agm = divp(c-Ko gradpm) — gradpm > o gradr Ko
du du
[11] Agu= gxadp( o K) chgradec

che ci furono date da M. PiBRI in una sua lettera del 26
Agosto 1912,

Dim. [10]. Essendo [efr. § 3, n. 5, [1]] A, m = div, gradgym,
ed inoltre essendo, per la [4], grad QM= Ko grad, m, applicando
la [2] si ha subito la [10].

Dim. [11]. Come & ben noto si ha:

applicando la [5] si ha la [11].

Notiamo infine che per la omografia k g%u si ha:

do da
[12] kmu__kd—l—)u'c.

dao do do -
Dim. deua_anu chm-u:kd—Puoca; c. d. d.
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OSSERVAZIONE. Se « & vettore costante e nella {11] si
pone w = aa, si ha, dopo semplici trasformazioni,

do

do J
k (cﬁ) c.Ko)a E — <ﬁ> o gradp Kc)u

che non sappiamo liberare da a, poiché il 1° termine del
2° membro, che & della forma generica grad (p,@) non pos-
siamo scriverlo, senza nuove convenzioni speciali, sotto la
forma (grad p,)@ poichd grad mon & operatore lineare per
le omografie.

(@) Aqe)a =gradp

2. Funzioni di numeri i quali sono funzioni di un punto,

Gli enti b che si considerano (punti, vetiori, omografie,...)
siano funzioni dei numeri 2, y,... e questi, a loro volta, siano
funzioni del punto P. Gli enti h sono ancora funzioni del
punto P pel tramite dei numeri 2, y,.. ed & noto [efr.
Intr. ITL, n. 7] che

dP~ 92dP " dydP "
ovvero sotto altra forma [efr. § 2, n. 3, [1]]
, dh __3h oh _
{0'] ﬁ_—a——i-gladxx—ka—y'gladyx b

Sono importanti le forme che assumono le [0], [0'] quando
al posto di h si pone o un vettore % o una omografia «
(in particolare anche un numero m).

du o1 ot
[1] IP= H(grad z, ‘a“g) + H(grad Y, %1—;> + ...
. ou Ju
2] div ¢ _gradxx@ +grady><@ =+ ...
o ou
[3] rot u =grade A 3, +&rad y A 3 T
[4] rad o = O grad z + ° grad
g = 5o grad x + @grac Y+ ..
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5] Roto = grad e A %4 grady A ... =
= grad: /\Sx glavy/\a—y—i—...__
du da
_(Robx)%+(Roty)§?}+....

Dim. Dalla [0'] si ha:

Z—%a =grad o< a- %’g + = H(gmd , g—%)a +

che dimostra la [1] perché a & vettore arbitrario.
Bssendo div u =—1I1,(du/dP) dalla [1] si ha subito la [2]
HEssendo rot w = 2V(dw/dP) dalla [1] si ha subito la [3].
Applicando la [2] si ha, per a vettore costante:

sKaa
oP

24
grada > a=d4iv(Kaa) =grad > “+..=gradz X Kgga+...

—(* orad
= awgla, &) Xa-+ .

che per Varbitrarietd di ¢ dimostra la [4].
In modo analogo si ha, per la [3],
' (Rota)a=—=rot{xa)=grad w/\a(:—;) +..=grade A Z«ga + .

che dimostra la [5].

Volendo, — il che non & necessario e anzi non deve
farsi sistematicamente —, far uso di un sistema fisso di
coordinate cartesiane, allora tale sistema si individua [E.C.V.]
con il sistema assoluto O, %, j, k, oon 1, j, k sistema unt-
tario ortogonale positivo, e per il punto P si ha

[6] P=0+4axt+yj+ 2k,

Allora !’ elemento h & funzione di 2, y, 7 soltanto e questi
numeri sono funzioni di P e del sistema di riferimento
(x = (P — 0) X i, ecc.). Per poter applicare le formule [1]-[5]
basta conoscere grad e Rot di z, y, #; ora si ha:

{7] gradz =+, grad y = j, grad s =F&
[8] Rotz=—=1iA, Roty—=4jA, Rotsz=~EKkA.
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Dim. Da a =(P— 0)<X ¢ si ha de=dPx¢; e quindi val-
gono le [7] [efr. § 2, n. 3, [1']].

Essendo [efr. § 2, n. 3, [¢]], Rot » — (grad )\, dalle [7] si
hanno le [8].

Dalle [7], [8] e dalle [4], [5] risultano subito anche le [8], [9]
del § 2, n. 3 che danno grad m e Rot m mediante il sistema
cartesiano.

Di Az e A'w abbiamo gia date le espressioni carte-
siane [efr. § 2, n. 3, [9]].

Nota III. Operatori differenziali superficiali.

1. Essendo P il punto generico di una superficie, indichiamo
con n un vettore unitario, funzione continua di P e parallelo
alla normale in P alla superficie (2).

Sia p una omografia di ordine n, H, con n= 1, funzione di P
e si indichi con p_ (I’indice o riferendosi alla superficie con-
siderata) la H, che resta definita dalle condizioni seguenti:

(0) p,m =0, p x=pax per x vettore normale ad n (ciod < n=0).

La seconda delle condizioni (0) basta sia vera per due vet-
tori non paralleli e normali ad » perché sia verificata per
tutti i vettori o normali ad . Segue da cid che le condizioni (0)
individuano la pu_, poiché danno la p_y, che & una H,_, per tre
vettori non complanari (rn e due vettori normali ad n); anzi ci

(*) Ad es. se la superficie & data da ¢ =cost, eon ¢ numero fun-
zione di P, si pud porre n = (gradp¢)/(mod grad » o).
L’omografia o, che & Ia derivata di n rispetto a P,

o=dn/dP

gode di notevoli proprietd che sono gid note. Cfr. per i due modi di-
versi di individuare la superficie (econgruenza di retfte o di linee):
C. BuraLi-Forri, Fondamenti... (Rend. Circ. Mat. di Palermo, t. 33,
pp. 1-40); CaLpowazzo, Sulla geometria differenziale di superficie...
(Rend. Acc. Lincei, vol. XXXIII, ser. 5% pp. 396-400, 1924).
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danno la forma effettiva

(1) p,a:p.——;.t-H(n,n)=p.21——H(n,n)t=—p.(n/\)2

poiché per p n e p @, con x> n =40, si hanno appunto le (0).
Se u & un vettore qualunque si ha dalla 2* forma delle (1)

pw=p[1—Hn,n) u

e poiche |1 — H{n,n){u & la proiezione ortogonale di w sul piano
tangente alla superficie in P, si pud dire che: p_¢ la H, in su-
perficie, ¢ nel punto P, individuata da p.

In particolare, se w & vettore e « & omografia funzione di P
le derivate in superficie, e dei vari ordini, di » ed o« sono le
omografie di ordine n=1, 2, 3, ..

Ty () () (B ()
apr);’ (d_P2 o dP)g’ dpP3), apt R .

chesiesprimono mediante le derivate ordinarie con le formule (1),
2. Siano w un vettore, x una omografic e m un numere reale
funzioni di P.
Con le notazioni seguenti (nelle quali & sottinteso, come d’uso,
Vindice P)

div u, rot w, grad_«, Rot o, A« A u,

che chiameremo divergenza, rotazionale,... nella superficie e nel
punto P, indichiamo gli elementi corrispondenti senza I’indice g,
quando nella derivata che vi comparisce si ponga [ecfr. n. 1]
I’indice & ().

Cioé poniamo

du dx
div_w = I, (dP) rot, uw = 2V<@>a, grad, « = V(gz;)c,

® Rot a._2Vk(dP) A a_v;k*k(d2‘> oo u_—_v(@)

ap? G

(*) P. BurgaTrr. I teoremi del gradiente,.. (Ace., Bolozna, 1917).
P. Burcaarri. Sulle discontinuitd... (Rend. Ace. Lincei), 8. 5%, vol. XXV,
pp. 311-816. R. MarcoLoNGgo. Su alcuni operatori superficiali. (Lincei,
vol. XXVI, 1917).
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e risulta subito, da queste definizioni e dal n. 1, che gli enti
considerati sono univocamente determinati in ogni punto P
della superficie.

Interessa esprimere gli enti (2) per mezzo degli enti ordi-
nari senza ’indice . Si hanno le formule assai notevoli

. . duw
(8) div,u=dive —nX=pn

du
(4) rot,uw=—= rotu——n/\dTJn

dx
‘grad a==grad o — apn®

(5) { grad, m=gradm —n > grad m.n = |1 — H(n, n){ gradm,
ciod grad_m & la proiezione ortogonale di grad m sul piano
tangente in P.

dx
6) Rotcoc':-Rotoc——n/\E—l—,n

. o
(7) Aaa:Aa—d—Pgnn
, a*u
(8) A’ u—Au —W

Dim. (8), (4). Siccome per le (1) si ha

du du du dw duw
(ﬁ)g =iP _@H(”an)—d_f;— H(n’d—Pn)’

applicando I,, o 2V, ai due membri si hanno subite, in virti
delle (2), le (3), (4).
Dim. (5). 8i ha [cfr. anche Cap. I, § 6, n. 4, 1* delle [6]],

do da
AP~ dP

H(n,n) $ = grad a— ax

grad_a=v P

nn; c d d.
Per il grad_m si applica la formula ora dlmostmm e si
osserva che (dm/dP)n.__n < grad m.
Dim. (6). 3i ha [efr. ancora Cap. I, § 6, n. 4, 2° delle |6]]
d/

do

Dim. (7). Se p; & una H; si ha [efr. Cap. I, § 6, n. 4, [8]]

‘H(n, n) ”:ROW—~ n/\%)n; e.d. d.

(Vg = V(g®) = pa@tf + oo + oo = (Kk*80 + ., + )
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e quindi per Varbitrarieta di x
(@) vty = Kk¥ 88 4= oo 4wy cOn 4,y K terna unitaria ortogonale.

Si ha dunque, per le (1), (2), (a)

do %
Ax= v{k*k P k*k 3 TP H(n, n) ; ] =
a* i 4z
:Ax——zﬁf—i' (n,n)ii—r—...g:A%——%nxi-ﬁl—im'—l-... =
do.

a*o
= Az N X Gk | = Ax— S R RS G d. d.

—ar:
Dim. (8). Si ha [efr. Cap. I, § 6, n. 4, [6]]

du d*u

) N , a*uw
A =y P ?f[TzH(”’ n)szAu—a—Pénn; e d. d.

3. Per gli operatori differenziali con l’indice ¢ sussistono
alcune (ma non tutte) delle formule gia note (Cap. II) per i
medesimi operatori nello spazio generale.

Ad es., per a vettore costante, si ha ancora:

(9) grad_« < a=div_ (Kxa), (Rot_ xja=rot (2a), (A 2) = A’ (aa)

che il lettore puo dimostrare per esercizio.

Per i prodotti di due operatori valgono, in generale, le
formule ordinarie quando uno solo (e non uno qualunque) degli
operatori ha I’indice s. Ad es. si ha

, ) du
(10) A w=grad ar
mentre il grad_di (dw/dP) non vale pitt A" w. Per tali prodotti

si hanno anche delle forme miste, come ad es.,
11) div_ grad_m = div grad_ m.

- Per il prodotto di due operatori con'l’indice o non valgono
in generale le formule ordinarie. Cosi ad es., mentre, come
© noto,

divrotw =0, retgradm =0
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con gli indici o 8i ha invece

du dn>

s dlv rot, u_2V(deP

(12)
rot_grad_m = n/\ gr.ld m = — Rot H (n, n) grad m

e i secondi membri non sono necessariamente nulli (*).

Nora IV. Forme cartesiane.

Lo scopo che intendiamo raggiungere in questa Nota IV @&
lo stesso di quello indicato nella Nota I al Cap. I.

Sia ¢, j, k& sistema unitario-ortogonale-positivo (in certi easi
pud anche esser negativo, c¢fr. Nota I), 0 punto fisso

P=0+ xi + yj + =2k, w=ai-+bj+ ck,

« omografia funzione di P, m, n, p numeri pure funzioni di P,
ed anche % funzione di P; e ne segue che «, m, n, p, u sono
pure funzioni dei numeri «, y, # coordinate di P.

Essendo & ente derivabile rispetto a P, per le sue derivate
nelle direzioni ¢, j, % [cfr. § 1 n. 2] si ha:

a an . ah dh __oh  dh ah
) aP' e 4P’ Thy dPT T a

poiche si ha ad es.
dh i dh aP ok

daP' T AP w ~

In base alle (1) ¢ alle formule ottenute nel Cap. II si ha
facilmente:

d ow 0w ow da 0% 0% Ox
@) Ll @), Yi=|w ' =
: dP it Y ' apP N
t, J, Kk i, J, k.
0 o oa.
(8) g‘rada:gi+ﬁj+—k

ar T oy? e

(1 Per alecune equazioni differenziali in superficie e per questioni
di continuitd cfr. le citate note di BurGATTI ¢ MARCOLONGO.
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(4)

(6)

(6)

)

®)

(10)

(11)

X = w><za + @ ous kau
ars— o ><7'y+w>< o2
Kduoc——w\‘aﬂ/i—f—“xau j 43

ApU T X N gt h O Nyt Ny
x x < aﬁ—f—w o k- o2
aP* = Ll 9'y+"“><' 22
rot u == a_o_ _a_é i+ a_a a_a ; ab (‘(Y Je
TOLU=\oy ~ o iz ow)? T \ex Ty

. 0% .. 0% oo
Roto = z/\ﬁ—‘—"?/\@—‘— k/\afz

di a oa  0b ob N de
U=t oy e
% 'k 0o
A —=—

=@t
_ u Pu Pw
T owt ay2+ pat
__(?a e a .
_— an -+ ay + — 5z z . con
62m ?*m  m

2+ W + oE A, di LAPLACE

div grad m =
P*m *m o'm
Tt awdy Gwi
Ldgradm _| om #m
8 4P T | oyox oy oyoe
Pm Pm rm
020w d=0y 07°

; Hessiano

grad m A gradn X grad p= I, ﬂidﬂl]) +PE) _ =

om om om

o ay ES
on on on

=| % o ;s Jacobiano.

p op op
ox oy o7

o
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Osserviamo che si ha, per x vettore arbitrario,

x
() aP" = "wm oy T %%’

ora quale relazione ha il secondo membro con un gradiente?
Certamente nessuna. Eppure, coloro che vogliono dedurre i
simboli pseudo-assoluti delle forme cartesiane indicano con

{w grad)x il vettore (da/dP)u,

e non si accorgono che, per la (¢), wgrad (e grad di chi? non
puo essere una omografia. Dello stesso calibro e il </, vettore
simbolico di G1BBS,



Carirorno 111,

INTEGRALI ED EQUAZIONI DIFFERENZIALI

§ 1. Integrali.

1. Formule fondamentali per la trasformazione d’inte-
grali estesi a dei volumi in integrali estesi alla superficie
contorno.

Noi consideriamo, qui ed in seguito, delle funzioni finite,
continue e derivabili, definite, in generale, in tutto il campo
dei punti. Per gli integrali, cfr. Intr. 111, n. 10.

Le ipotesi seguenti si intendono stabilite una volta
per tutte.

1l punto P varia in campo continuo T a tre dimensiont
limitato da una o pitt superficie % ;

dz & 1"elemento di volume nel punto generico P di T;

dc » > > aree > > > » » X

n & il vettore unitario normale a X nel suo punto ge-
nerico P, diretto verso I’ interno di 2.

Talvolta, per abbreviare, diremo wvolume =, superficie o,
in luogo di T, Z.

Se w, o, funzioni di P, sono, rispettivamente, vettore ed
omografia, allora si hanno le formule fondamentali seguenti :

{1] Jldiv w-dt = —-jnx w-ds  [teorema della divergenza]
(2} jrot w-dt = -—fn A u-ds | >  della rotazionale]
13] j.grad a-dt= —{an-dc [ » del  gradiente]

[4] j.ROt}OC-IZT, =—n A a-do
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" . du
[5] JA w-dt = —‘J«(TP n-do
. . da
[6] JAa-dr = Epn-dc
duw o cdu . L[ )
[7 ﬂ)-dt = jH(n, u)da, JK d—P-(lr—.~— H(w, n)-do.

Inoltre: se v, B, m sono, rispettivamente, vettore, omografia,
numero reale funcioni di P, tali che

(@) w=grad m +rotv, a«=RotB+K g—%

(e, come vedremo, & sempre possidile porre w, ovvero o, sotto
la forme (a)) allora si ha:

[8] j.ll(l‘t = ——J(mn +n A v)ds,
[9] J-ocdt = ——J.{ n A B+ H(v, 1)} do.

Dim. [1], [2]. Intendiamo ripetute le dimostrazioni date
in B. C. V., nelle pp. 161-162. La attuale [3] ¢ data in E. C. V.
nel solo caso di « numero reale, e dobbiamo quindi dimostrarla
per « omografia generica.

Dim. [8]-[6]. Se & & vettore costante noi sappiamo che [efr.
Cap. I1; § 2, n. 2, (3], [4); § 3, n. 8, [1]; § 3 n. 2, [6]]

grad ox<Xe=div(Kza), (Rota)a == rot(za), A’w = grad %&,, (Azja = A'(aa).

Allora dalle [1), [2] si ha:

jgrad oaX adt :Jdiv(Kxa)dt = —{n X Kaa-ds=—lan < a.ds,
J(Rot awa-dt  =|rot(ca)dt = —\nAaa-ds

, y du du
IA wedt :ngd;ﬂ—)-dt= _Jﬁ n.ds

J‘(Aac)u_- dr =jA’(aa)dt = - t_l%o;g) n-ds = —j(;—; n)aods.
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Ma il vettore costante @ pud esser portato fuori del sim-
bolo‘e poichd esso & arbitrario restano dimostrate le [3]-[6].

Dim. [7]. Se, essendo a vettore costante, poniamo w Xa al
posto di « e ricordiamo [cfr. Cap. II, § 2, n. 6, [3]] che

dw
grad(u X a) =K P Y

allora si ha, applicando la [3],
jgrad(u X @)dr = —J(u X a)n.ds,

J ZP a-dt = —jH(u, nja-ds

che per essere « costante (pub portarsi fuori dell’j)e arbitrario

dimostra la 2* delle |7]; operando in questa con K si ottiene
la 1%,
Dim. [8], {9]. Risultano subito dalle (a) e dalle [2], 3], [4], [7].

OSSERVAZIONE. Sia O un punto fisso interno al eampo
nel quale varia P e si ponga r =mod (P — 0). I teoremi
{1], [2], [3] valgono ancora se al posto di e ed « si pone
w/r e afr.

2, Alcune importanti conseguenze delle formule prece-
denti.

Siano 1, v vettori ed « omografia, funzioni del punto P.
Si hanno le formule seguenti, che si deducono dalle [1]-[6]
del n.1 e che per v costante si riducono alle formule del n. 1.

J(div wyv-dt = -—J(n >Xye-do —j (:‘; w-de

[1] j(ROt v-dv = -—Jn Nat-do — ZJ V( )dc

J(Aa)v.(lt :——j (:TZ%M)H (le>n

-do +J ald'v-dr
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J'(lot u)Xv-dt=—n>XnuAv-dot+juXrotw-dx

SJ.(grad a)y><v- dv——J (en)><w-do J‘I (dv Ka).(l‘r

, du J du o, dv
(J(A w)yXv-dt I(— n)><v do I( (IP> d=
S (rotu)A\v-dr :wj(n/\u)/\v-dc-—j(div v—Kfle';)uwlr

glad AYANCE (lt_—j(om YAv-do— 2JV(dP Koc) -dt

du du . do
’, 2. — —— |z,
( Au)/\v i j(an>/\v dc+2fv( K(IP) (
Si noti che, mentre nelle formule [1]-[6] del n. 1, gli
integrali estesi al solido © si riducono ad integrali estesi
alla superficie o, nelle formule ora indicate I’ integrale
esteso a T si riduce alla somma di due integrali, uno esteso

a g, I’altro esteso ancora a t.

Dim. [1]. Per formule note, che citiamo a margine, si ha:

(divau)r = grad H(u, v) — %u [Cap. II, § 2, n. 7, [5]]
dv )
(Roto ;v = rot{aw) — 2V( dP) [ » ,§2 n5,[6]]

(Ax)v “A’(ocv)ﬂ—aAv—ugrad( gP) [ » ,§3n4/ 1]

Integrando nel campo t e tenendo conto delle formule del
n. 1 si hanno ovviamente le prime due; analogamente per la
terza ricordando che [efr. Cap. II, § 1, n. 7, [1]]:

d(ow) dx dv
ap " =\ap")* t*ap™

Dim. [1]. Per formule note, che citiamo a margine, si ha:
(rot u) X v = div(u A v) -+ (rot v) X u [Cap. II, § 2, n. 6, [1]]

(grad ) < v = div(Kav)—I,(Ka-g%); [ » ,§2,n5,[5]
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integrando nel campo t e tenendo conto delle formule del n. 1
si hanno subito le prime due. La terza si ottiene dalla seconda
ponendo deu/dP al posto di « e ricordando [efr. Cap. 1L, § 3,
n. 3, [1]] A'w = grad(du/dP). Si noti che dalla 2* si pud otte-
nere la 1* cambiando a in w A, perche [efr. Cap. II, § 2, n. 7, {3]]
grad(e ) = — rot u, ecc. ma il calcolo & pilt lungo.

Dim. [8]. B noto [cfr. Cap. II, § 2, n. 5, [11]] che:

(grad o) A\v = — grad(v A\a) + 2V (g%-Koc>;

integrando ed applicando la [3] del n.1 si ha la 23, Se nella 2%
si pone a=wu/\ si ottiene la 1% Se nella 2° si pone a=du/dP
si ottiene la 3%

Se, essendo O un punto fisso, si pone, nelle formule
precedenti v = P — O, allora osservando che

‘-’-%1}9—):1 (identitd) e A(P— 0)=0,

dalle [1]-[3] si ottengono delle formule alcune delle quali
hanno notevole importanza e che ora esamineremo.
La prima delle [1] da subito

4] J(div w)(P— 0)-du = wj(n><u,)(1>—0)-dc ——Ju-dr,
ovvero sotto forma baricentrica [cfr. B. O. V.]

[4'] j(div w) P-dv= »ﬁj‘(nx 1) P-do ——ju,- dt

che di: il baricentro dei pmm’ P del campo © con le masse
div 2. Si pud quindi ottenere anche il baricentro dei punti P

con le masse m; basta infatti caleolare ]’ij»dt, il che puo

farsi mediante la [4'] nella quale w sodisfi alla equazione
differenziale divu=m [cfr. § 3, n. 2, n. 3].

Le [4), [4'] risolte rispetto adju-dr si confrontino con
la [8].
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Si hanno anche inoc-d‘C, jVoc-(h:

5] fI‘a'(l'c:—J‘(an)x(P—0)-(IG—J‘(grad ) X (P —0)-dz
[6]2jva.dc =—(npa(P—0)-do -f(Ro:; ) (P— 0)- dv =

= J(“") AP —0)-do -1—j(grad YA (P —0)-d

che si ottengono, rispettivamente, dalla 2* delle (2], (1], [3]-

OSSERVAZIONE. Le formule [3] danno, per v=P— 0 i mo-
menti, rispetto al punto O, delle forze applicate nei punti P
ed aventi rot u, grad o, A'v per vettori. Volendo il momento
quando il vettore della forza & un vettore generico v funzione
di P basta esprimere v sotto la forma (a) indicata nel n, 1.

Se, essendo m numero reale, si pone nella [1] del n. 1,
il vettore muv al posto di w si trova subito

{7] jm-div vedt = —m-v>Xn-do —Igrad m>v-drt;
e se in questa poniamo «><w al posto di m si ha:
[8] quw-divv-dr:—~ju><w-v><fn-dcs —
du dw
*jd_P vX>Xw-dr —J‘(—]T Xl dr,

Questa formula & dovuta al prof. Boeaio, ed ha molte
applicazioni nell’ Idrodinamica (%).

3. Integrali nulli su di una superficie chiusa.
Avendo w, «, m il solito significato, noi abbiamo gia
dimostrato [cfr. Cap. II, § 4, n. 1, [9], [16], [19], [4]] che :

divrotew==0, rot grad m =0, gradKRot « =0, RotK::—';):O;

() F. Bogaro. Sulla trasformaszione di aleuni integrali che si pre-
sentano nell’ Idrodinamica. (Rendiconti R. Accad. Lincei; seria 5%,
vol. XXIII, 1° sem, 1914).
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allora le [1]-[4] del n. 1 danno, ordinatamente :

[1] jn Xrotwu-ds =0

[2] jn Agrad m-do =10

3] j K (Rot a)n-ds =0
d

[4] jn /\Kd—;-dc —0.

Infine se nella {3] poniamo o = u A si ottiene facilmente

. du
[58] j(dlv w—K ﬁ) n-do=0.

La [1]-[5] danno dei notevoli integrali, estesi alla super-
ficie chiusa o, che sono sempre nulli. '

4, Lemmi di Green.

Siano w, v vettori, o, 3 omografie, u, v numeri reali fun-
zioni continue ecc. di P. '

I teoremi noti sotto la denominazione lemmi di GREEN,
sono dati, sotto forma assoluta, da:

[1] j.{ grad u> gradv + udiv gradv}.dt = —jzm > gradv-do.
[2] jg udivgrady — o divgradul-dv= ——j{ wgradv —o gradu} X n-do.

Dim. Cfr. E. C. V., pag. 164.

Se in luogo delle particolari omografie u, v (numeri) si
considerano le omografie generiche «, 8, allora, in luogo
delle [1], [2], si hanno le forme seguenti:

i3] J.ﬁ grada>grad § + 1, (oc a %;;dj): dt= —|n>Ka grad §-do

W od 1 | g1
(4] IJ%“( %;;)( B—ﬁdg(;;;laf-dt:— n X (Kegrad § — KB grad o) -de
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dalle quali per «a—=u e §=w risultano ovviamente le [1], [2].
Quindi le [3], [4] sono una generalizzazione dei particolari
lemmi di GREEN.

Dim. Se nella 2* delle [2] del n. 2 si pone v=grad3 si
ottiene la [3]. Se dalla [3] si toglie 1a formula che da essa si
ottiene scambiando tra loro « e 3 si ottiene la [4].

Come formule, nuove, analoghe alle [3], [4] ma prove-
nienti dal prodotio vettoriale (/\), anziché dal prodotto sca-
lare (<), si hanno le seguenti:

15] jg grad « Agrad § + 2V (d g;;)d B ‘Ko, ) % vdr = —‘Ja(om)/\grad B-ds,

(d grad % dg‘ladﬁ
2VJ e Ka

cdt =

=I{(gl'ad a) A B+ (grad f) Aatn-do;

nel caso particolare o —wu, § =wv, la [5], diviene.
[6] J‘grad uAgradv-dt—=—{un Agrad v-do,
ma la [6] d& la [2] del n. 3

Dim. Se nella 2* delle [3] del n. 2 si pone »=gradf si
ottiene la [5]. Se alla [5] si aggiunge la formula che da essa
si ottiene scambiando tra loro « e § si ottiene la [6].

Per a==u e §=w, dalla [5] si hala [5'] perche [cfr. Cap. I,

d grad v
§ 4, n. 1, [16]] 2V( iP

u) —wu-rot grad v = 0.

Si hanno anche le quattro formule seguenti che possono
considerarsi, almeno per la forma, come generalizzazioni
dei lemmi di GREEN.

(u

1) Jlunde +opxufds =—flun G40 n 8l as

(lu ]

dP( n-do

|]JluxAv—rxAul(lr_—jguxu) v
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9] J‘{(Aa) w —a(du)l-dt = J!(ﬁ)n)w (Zlg)ns-dc

{10]j§(Ao&)B — a(AB)]-dx :—Jg(::—;n)ﬁ~oc(g%n)-

Dim. [7]. Alla 3* delle [3] del n. 2, aggiungiamo la for-
~ mula che si ottiene da essa scambiando tra loro w e wv; si
osservi che:

du dv dv du
V(dP K- ) V(EP.KEI_))’ aNb=—0bAa
e si otterra la [7]

Dim. [8]. Come per la precedente (per sottrazione), osser-
vando che

du dv dv duw
II(E'KEP) I (dP KdP)' a>X b=>b>a.

Dim. [9]. Si ottiene dalla 3* delle [1] del n. 2 cambiando v
in w. '

Dim. [10]. Se, essendo @ vettore costante, si pone, nella [9],
w=ce e si ricorda che A'{fa)= (AB)a si ottiene la [10}.

OSSERVAZIONI. 1* Per la validith delle formule prece-
denti, ove al posto di u, w, o si ponga u/r, w/r, a/r con
r=mod(P— 0) e O punto fisso, efr. B. C. V., pag. 165.
Lo stesso dicasi riguardo al metodo delle singolarita.

2* Nelle formule precedenti, gli enti

,d_"_"" iaﬁn (l_u‘"
dP "’ dP ' 4P’

indicano le derivate di w, o, u nella direzione n, ciod secondo
la normale alla superficie in P [cfr. Cap. II, § 1, n. 2] che, di
solito, eon notazione incompleta ed inesatta, si indicano con

dw = da du
dn’ dn’ dn’
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5. Teoremi di Green e di Gauss.

Abbiano 1w, «, u il solito significato ed essendo O un
punto fisso si ponga r — mod (P — 0).

Se O é punto interno al campo T, e w,, %,, 000 & valor
che assumono w, a, u nel punto 0, allora, avendo r il signi-
ficato prima stabilito, si ha :

[1] 4mu, :j: u grad % — } grad u % X n-ds ——j%_ Au-dr =

0L g [y,
Mﬂu b raP v-do JTA'M dr

2] dnu, J‘:(d(l/r) ) r(d“ >z j Aw-dr

[3] 4ma, J ( (llilll/)') n) a1 <—(llT7 n) -do ——J%‘ Ao - dr.

Dim. |[1]. La 1* forma & dimostrata in BE. C. V. a pag. 165;
solo si & seritto Au al posto di divgradu [efr. Cap. I, § 4,
n. 1, [14]]. La 2* forma si ha subito dalla 1%, vicordando [efr.
Cap. II, § 2, n. 3, [1]] dm/dP = (grad m) X

Dim. {2]. Si pud dimostrare come la [1}, valendosi della [8]
del n. 4 nella quale al posto di v si pone a/r, con a vettore
costante. Ma si pud dimostrare anche nel modo seguente dedu-
cendola dalla [1].

Essendo a un vettore costante, si ha dalla [1], applicandeo
proprietd ormai ben note:

TN ——j | (d(l ") ) 1(;% n)a ( -ds ——j% (Auw)a-dr —

_j‘g( (1) ')( @) — (d(ua );.dg_j%y(ua).df_

Dunque la [2] risulta vera per wu della forma #a, con «
costante, Ma se si pone u—ui -+ vj + wk, si scrive la [2] per
i vettori e, vj, wk, per i quali & stata dimostrata vera, e si
somma, si ottiene la [2].

Dim. [3]. Se nella [2] si pone w-=—=aa, con « costante, si
ottiene subito la [3].
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Si hanno anche le proposizioni notevoli seguenti :

[4] Se O & un punto ordinario del contorno o, allora valendo
le altre tpotesi precedenti, sussistono le formule [1], [2],
[3] quando 2l posto di = si ponga =/2 (o anche 2= al
posto di 4m).

[56] Se il punio ordinario O é esterno a <, ecc. allora valgono
le [1], [2], [3] nelle quali i primi membri si riducono
a zero.

Dim. Basta imitare, sotto le nuove ipotesi, la dimostrazione
della [1] per avere la 1* del gruppo [4] e del gruppo [5]. Le
altre due si possono dimestrare come si & fatto per le [2], {3].

Si ha ancora la proprietd particolare

1
, (P—0)Xn , . \jd;« _
{6] J——»-—ra -do=—e¢, cioé %dc__s

ove ¢ vale 4=, 2z, 0, secondo che (O & interno a 7, su o,
esterno a t.

Dim. Se » & costante, dalla [1} e dalla corrispondente per
i gruppi [4], [5] si ha subito

jgrad(l/r} X n.do=c¢;
ma si ha
P—0

1
gl‘ﬂd ; = ~— ,"jé grad r = — P

e quindi & vera la [6].

6. Trasformazione di integrali estesi ad un contorno
lineare.

Sia s un contorno lineare chiuso e ¢ un diaframma
avente s per contorno. Consideriamo, come al solito, gli
elementi u, «, m funzioni di P variabili in 6, e quindi
anche su s, e n abbia, rispetto a o, il significato stabilito
nei numeri precedenti.

- e e s - - P
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Aleuni integrali estesi al contorno s, nel cui punto ge-
perico P I’elemento lineare & individuato dal vettore dP
parallelo alla tangente ad s in P, si trasformano utilmente
in integrali estesi al diaframma o. Si hanno le formule
notevoli seguenti :

[1] au W dP =|n>rotwu-ds [Teorema di STOKES]
2] s:u A dP =j} dive — K g-'f n-do

8] ?ochA — j (K Rot Ka)n+ do

(4] iamdP =jln A grad m-do

[5] % iP =0

[6] :K ?z% AP = j K ¢ f;’l'i Y o-do

7] j (Aa)dP = J (AK Rot Ka)n - do.

Dim. {1]. Ripetere la dimostrazione a pag. 167 di E. C. V.
Interessa anche esaminare, per questo teorema della circui-
tazione del vettore u lungo la linea s, quanto & esposto in E. C. V.
nelle pp. 166-170.

Dim. [2]. Se nella [1] poniamo uAa al posto di u, essendo a
vettore costante si ha:

a < up\dP = — |n < rot(u\a)-ds = [cfr. Cap.IL,§ 2 n. 6, (2]]

8

' . d
= 4fn X ;dlvu—-a%sa-ds:

d
:axj%divu——Ka%gn-ds

che per I’arbitrarietd di e dimostra la [2].
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Dim. |3]. Essendo a vettore costante, si ponga, nella [1},
Koa al posto di w. Osservando che [cfr. Cap. II, § 2, n. 2, [4]]

Kaa < dP =a < adP,
n X rot (Kaxa) = n > (Rot Koja = a < (K Rot Kajn,
per I’arbitrarieta di e risulta la [3],
Dim. [4]. Ponendo, nella [1}, ma, con « costante, al posto
di w e ricordando [cfr, Cap. II, § 2, n. 5, [2]] che

rot (ma) = (grad m) Aa,
si ha subito

a ijdl’ =ln X (grad m)\a-ds —a x!n/\gmd msds; c. d. d.
8
Allo stesso risultato si giunge ponendo, nella [3], m al posto
di o e ricordando che [efr. Cap. II, § 2, n. 7, [2]]
K Rot Km = K Rot m = K(grad m /\) = — grad m A,

Dim. [5]. Risulta subito dalla [3] ponendovi du/dP al posto
di o e ricordando che {efr. Cap. II, § 4, n. 1, [4]},

Rot K(du/dP) = 0.
Dim. [6]. Dalla [3] si ha [efr. Cap. II, § 4, n. 1, [3]]

duw du drotu
JKEP ar :jK ROtEI—?"'dG :L(K ——dl) n-dc; c. d.d.
8

Dim. [7]. Se nella [3] si pone Az al posto di « si ha [efr.
Cap. I1; § 3, n. 6, [2]; § 4, n. 2, [2]]

f(Ax) P :J(K Rot KAajn-ds = f (K Rot AKz)n-do =

§

:J‘(AK Rot Kxn-ds; c. d. d.
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§ 2. Alcuni teoremi differenziali.

1. Differenziali esatti.

Siano, come al solito, w, v vettori, o omografia, m nu-
mero reale, tutti funzioni continue ece. del punto P va-
riabile in un campo (continuo, ecec.) a tre dimensioni.

Inoltre supponiamo che due differensiali qualunque, d, o,
siano sempre commutabili, ciod ddh = ddh.

Si hanno i due teoremi seguenti:

v du, & un differenziale esatto, solamente quando

[ rot (K gpv)——o in tutto il campo di variazione di P

adw, & un differensziale esatto, solamente quando

(2]

RotK( (lu) 0, in tutto il campo di variazione di P,

dP

notando che alla coundizione [2] si pud dare mediante i’ope—
ratore k la forma

, do du do du\
] i ap = (< ap 75 =0
che contiene soltanto la derivata prima di « e di .

Dim. [1]. Affinch®é v X< du sia un differenziale esatto ¢ ne-
cessario e sufficiente [efr. Intr. III, n. 8, f)] ehe

(v < du) = d(v X Zu), ciod Sv > du = dv < Su;

condizione che pud seriversi, successivamente,

dv du du
WSP _if’ dP— _ﬁ aP < El—) EP,
du dv dv du
dP < K = P dP5P—-—dP < K= PdPaP

che, per ’arbitrarietd di dP e 3P, dA subito

du dv
ap'ap)’

o du dv
kil
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Una omografia identica alla sua coniugata ha il vettore nullo
e quindi

du dv
dalla quale risulta [cfr. Cap. II, § 2, n. 5, [6); § 4, n. 1, [26]]

du . du dv
rOb(KdP v) (RobK P) +2V( P (“)_0+0__0;c.d.d.

Dim. [2], [2'). Se @ & vettore costante, allora
cdu e a X adu=Kza < du

sono entrambi, o nessuno, differenziali esatti. Ora, per la (1],
Kxa < du & differenziale esatto solamente quando
duw du du
I‘Ot(K EP-KZC&) = ROt(K EP-KOC)(J = Rot K ( dP)a_()

che per I'arbitrarietd di e¢ dimostra la [2].

La [2] si pud ottenere dalla [2] con calecolo un po’ lungo.
Pil rapidamente si opera cosl. Se adu = dx, anche adw = 0x;
operando con 3 e d, rispettivamente si ha

Sxusde — dx-du =20

che equivale alle condizioni seguenti

dx
dPBP Yap — ﬁ)dP —5P_0
dx do. du _
LdP deP5P de b 5PAP =0,
{oodx dae do. du —0: ¢
(kﬁﬁ TP k(kzl‘).gﬁ)th'o‘P_O, c. dod. (Y

(*) Si pud anche dedurre Ia [1] dalla [2]. Se @ & vettore costante,
allora v><dw e v><du-a= H(v, «)du sono entrambi, o pur no, diffe-
renziali esatti.

Dunque la condizione [1] si ricava dalla [2] per «=H(v, a) e per
proprietd note [efr. Cap. I, § 2, n. 7, {615 Cap. I, § 2, n. 4 [2]] si ha:

0=RotK=;H(v, a)-g—P R‘th S5 H(a, v) E=
. du { .
——RotH(a, KdP ) H ? a, Rot( YP s e d. d.
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La [1] d& la condizione necessaria e sufficiente, affinché:
B8] (axv)Xdw, vXoadu, siano differenziali esatti

bastando porre, al posto di v, rispettivamente av e Kaw.
La [2] dA la condizione necessaria e sufficiente, affinché:

[4] (av)Adu, vAdu, vAadu, o(vAdu), siano differen-
ziali esatti, |

bastando porre al posto di «, rispettivamente

(“U)/\a A, VA%, aUA.

Il lettore pud serivere le formule nei casi [3], [4], alcune
delle quali sono abbastanza complesse.

Nel caso particolare dw—dP, ciod w=—=P— 0 con O
punto ordinario costante si hanno condizioni pitt sempliei.
Particolarmente interessanti sono le tre seguenti

uXdP, adP, u A\dP sono differenziali esatti,
(6] { solamente quando si ha, rispettivamente :
rot =0, RotKa=0, w = cost.

Dim. Nell’ipotesi dw=dP si ha che du/dP & ’identitd. In
conseguenza dalle [1], [2] si ha subito, ordinatamente, nei
primi due casi [5]:

rotw =0, RotKz=20; c. d. d.
Nel terzo caso si ha dalla [2]
(¢) 0=Rot K(u/\)=—Rot{u/\)=divu — du/dP = I,(du/dP) — dw/dD;
operando nel 1° ed ultimo membro con I, si ha

0 = 3[,(dw/dP) — I (dw/dP) = 21 ,(du/d P);
e poichel (du/dP)=0 anche du/d P=0, per la (a), e quindiw=cost.

I chiaro che (dw/d PydP & sempre un differenziale esatto
(poiché vale duw); ma lo stesso nou avviene per { K(dw/dP)|dP.
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Si ha:

(K g%)dP & un differenziale esatio,

solamente gquando w & della forma
w=mu, \ (P— 0)+ gradm
essendo w, vettore costante, O punto fisso e m nu-
mero funzione di P.

(6]

Dim. La condizione [5] d& [efr. Cap. 11, § 4, n. 1, 31

duw d drot u

vedremo in seguito [efr. § 3, n. 2, [2]] che per essere Tot = 2u,,
w deve appunto avere la forma indicata.

=0, rotw=2u,;

OssERVAZIONL. 1. La seconda delle [5] esprime che:
Rot Ka =0, & la condizione necessaria e sufficiente affinche
adP sia un differenziale esatto. Ora, noi avevamo trovato
[efr. Cap. II, § 1, n. 6, [2]] come condizione necessaria e
sufficiente

do do
@ kap=ap’
forma che si ottiene immediatamente dalle [2], [2] per
wu=P—0.

9.* La (@), ovvero la 2* delle [5], esprimono in qual solo
caso una omografia (una H,)a & la derivata, rispetto a P
di un vettore.

Possiamo ora domandarei quale & la condizione necessaria
e sufficiente affinchd una éperomografie (una Hy)p sia la deri-
vata, rispetto a P di una omografia, cioe, in altri termini,
affinché pdP sie un differenziale esatto. Tale condizione &

dp _ dp
®) ke AP~ dP

che per le H, si riduce alla («) essendo, in tal caso, k*
coincidente con k.
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Cid risulta subito da Intr. III, n. 8, f), poiche per essere pdP
un differenziale esatto deve essere

— s Ay
Su-dP =dyu.3P, ciod EPaP'dP*ﬁPdP'BP

che per I’arbitrarietd di dP e 3P da appunto la (b) [efr. Cap. 11,
§ 3, n. 1]

3. Le condizioni, necessarie e sufficienti, (a) e (b) espri-
mono quali sono i casi nei quali le equazioni differensiali
semplici

dac dE

c - 5 =%, o ==
(©) P~ % gp~*
ammettono soluzione, essendo « omografia, p iperomografia,
date funzioni di P e a vettore, £ omografia, incognite, da
determinare sodisfacendo alle (c).

Se « e p sono nulle, allora o e £ sono delle costanti.

Se o e . sono costanti, allora

x=a(P—0), E=p(P—0)

ove O & punto fisso arbitrario.

Se « e p non sono costanti, allora le (a), () danno le
condizioni affinché le (¢) ammettano soluzioni, ma tali so-
luzioni potranno esser determinate soltanto in casi parti-
colari che non ¢é il caso di esaminare qui.

2. Superficie e linee vorticose e di corrente. Teoremi di
Jacobi.

Sia w un vettore e ¢ un numero reale funzioni del punto P.

Fissato ad arbitrio un numero reale %, la condizione
P=1,, ovvero sotto forma generica ¢ = cost, pud esser
sodisfatta da una classe di punti P. Se tale classe esiste,
essa, in generale, costituisce una superficie. Supponiamo
che ¢ sia funzione tale di P che la condizione ®=¢,, O
la generica ¢ = cost, individui, nel senso ora indicato, una
superficie.

Si tenga ben presente che:
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La normale nel punto generico P della superficie ¢ = cost
¢ parallela al vettore grad g ;

Se, essendo anche ¢ numero funzione di P, si considera
la linea intersezione di due delle superficie ¢ = cost, ¢ = cost,
allora la tangente nel punto generico P di tali linee & pa-
rallela al vettore grad ¢ A grad ¢.

Dim. Essendo dp-=grad¢><dP, per p=cost si ha
grad ¢ <X dP =0;

e poiché dP varia sul piano tangente in P alla superficie,
risulta che grad ¢ & parallelo alla normale in P.

Il vettore grad ¢/ grad ¢ & normale alle due normali in P
alle superficie ¢, ¢ e quindi & parallelo alla tangente in P
alla loro intersezione.

Si dird che la superticie ¢ = cost & una superficie vor-
ticosa rispetto ad w, quando

[1] grad e > rotw =0

in tutti ¢ punti P della superficie ¢ = cost.
Si dira, invece, che la superficie ¢ = cost & una super-
ficie di corrente rispetto ad u, quando

2] grade X u=20

in tutti ¢ punté P della superficie ¢ = cost.

Chiameremo : linee vorticose, ovvero linee di cor-
rente, sempre rispetto ad u, le intersezioni di due super-
ficie vorticose, o di due superficie di corrente, sempre rispetto
ad wu.

Dalle definizioni e proprieta ora esposte risulta, in modo
ovvio, che:

Nel punto generico P di un« superficie vorticosa rispetto
ad w, ¢l vettore rot w ¢ parallelo al piano tangente in P;

Nel punto generico P di una superficie di corrente ri-
spetto ad w, il vettore w é parallelo al piano tangente in P.
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Dato il vettore w funzione di P, interessa certamente
di avere le equazioni differenziali, delle superficie e linee
vorticose o di corrente relative al vettore .

B ovvio che: un numero ¢ funzione di P sodisfacente.
alle equazione differenziale [1), ovvero {2], individua una
semplice infinitd di superficie ¢ — cost, che sono superficie
vorticose, ovvero superficie di corrente rispetto ad w. Inte-
grate, quando lo si sappia fare, le [1], [2], si hanno le su-
perficie vorticose e di corrente rispetto ad w.

Per le linee wvorticose, o di corrente, rispetto ad w, che,
naturalmente costituiranno, ciascuna, una doppia infinita,
si avranno equazioni differenziali non contenenti ¢, ma
contenenti soltanto P ed w. Si ha precisamente:

L’ equazione differenziale delle linee vorticose rispette
ad wu, @

[3] dP Arot =0,

e delle linee di corrente rispetto ad i @
[4] dPA u=0.

Dim. Il dP per una linea vorticosa & parallelo, come si &
osservato, a grad ¢/ grad $; ma per la [1] i due gradienti sono
normali a rotw e quindi rotw & parallelo a dP, cioé vale 1a [3];
e viceversa; ¢. d. d. Nello stesso modo per la [4].

Sono notevoli ed importanti i seguenti teoremi di JACOBI.
TEOREMA 1.° Se P é punto generico di una linea vorticosa
rispetto @ P, ¢ si considerano ¢ differenziali dP che giacciono
in una superfioie vorticosa rispetto ad w uscente dalla linea
(ma scelta ad arbitrio), allora w>< dP ¢é un differenziale esatto.

Dim. Si ha [efr. Cap. II, § 2, n. 2 [2]]
(a) rot w < dPASP = d(u < 3P) — 3(u > dP);

per 4P, 3P sulla superficie vorticosa considerata si ha, per le
ipotesi fatte, che dPASP & normale a rotw e quindi la (a)
esprime che u < dP &, nelle condizioni lndlcate, differenziale
esatto,
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TEOREMA 2.° Se w>rot u =0 in tutto il campo di va-
viabilita di P, allora esistono i numeri m, f, p, jungioni
di P, per i quali si ha, pure in tutto il campo :

w=mgrad f, rot (pu)=0.
Dim. Siano ¢ = cost, ¢ ==cost superficie vorticose rispetto
ad w. Siccome [cfr. [1]] grad ¢ e grad ¢ sono normali a rotw
e, per ipotesi, rot «, & normale ad u, segue che u, grad o, grad ¢

sono vettori complanari e quindi esistono dei numeri h, k
(funzioni di P), tali che

(b) u—=hgrad ¢ + k grad .
Moltiplicando (<) la (b) per d Psi ha [efr. Cap. I, § 2, n. 3, n
(6) w > AP = hdyp -+ kd{.

Ma [efr. Teor. 1°] sulle superficie ¢, vorticose rispetto
ad 1w, il numero « > dP & differenziale esatto e quindi dalla (¢)
segue .
hdp=d), kd)=al\,

vale a dire h, k sono funzioni soltanto di ¢ e $ rispettiva-
mente. Si potra dungque porre

essendo m un conveniente fattore integrante. Allora dalla (b)
e per formula nota [cfr. Cap. 11, § B, n. 2, [4]] si ha:

w=1m grad f.
Per m =1/p. si ha puw=grad f ed operando con rot
rot(pew) =0 [efr.Cap.1L §4,n.1, [24]).
TroREMA 3.° Se divw =0 in tutto il campo di variabi-

lith di P, allora esistono dei numeri X, p funzioni di P,
per i quali si ha, pure in tutto il campo

w==grad X A grad p.
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Dim. Siano ¢ = cost, = cost superficie di corrente rispetto
ad w (e quindi integrali della wAdP=0). Essendo « normale
[efr. [2]] a grad ¢ e grad ¢ si avra

(d) w = h grad p A grad ¢,

ove h e funzione di P.

Prendendo la divergenza dei due membri ¢ tenendo conto
della ipotesi divw =0, si ha [efr. Cap. II, § 2, n. 5, [1]; § 2,
n. 6, [3]; § 4, n. 1, [24]]

grad b >< grad ¢ Agrad ¢ =0,

la quale esprime che i vettori grad &, grad ¢, grad ¢ sono com-
planari. Esistono, dunque, i numeri m, » tali che

grad h=m grad ¢ + n grad ¢
cioe, moltiplicando (<) per dP, tali che
dh = mdyp + ndd

da cui risulta che A & funzione soltanto di ¢ e di .
Se ora noi poniamo

A :J.hdcp -+ f({), con f simbolo di funzione arbitraria,
8i ha subito
‘ of
grad XA =h grad ¢ +@ grad ¢
& in conseguenza [cfr. (d)|
grad AAgrad = h grad p Agrad ¢ =u, c. d. d.

TEOREMA 4.° Esistono sempre almeno due numeri X, i,
SJunzgioni di P, per i quali si ha

rot e = grad A A grad .

Dim. Osservando [efr. Cap. IT, § 4, n.1,[23]] che div rot w =10
in tutte il eampo, dal Teor. 3° risulta il 4°.
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TEOREMA 5. Si possono determinare, in infinité modi, 4
numeri reali m, A, p, funsioni di P, in modo che

w=grad m 4+ A grad p. [Teorema di PFAFF].

Dim. Dal Teor. 2° e sua dimostrazione si ha:
rot w=grad . A grad p = rot (A grad p).

In conseguenza rot(u — A gradp) =10 e quindi, per un teo-
rema che vedremo fra poco (e indipendente da questo che ora
stinmo dimostrando) [efr. n. 4, Teor. 2°), esiste almeno un nu-
mero m funzione di P per il quale w — i grad p = grad m; ¢. d. d.

3. Cenno delle equazioni di Laplace e di Poisson.

Sia « una omografia funzione nota di P e si voglia
determinare una omografia £, pure funzione di P,sodisfacente
alla condizione (equazione differenziale del 2° ordine in &)

(1] AE — .

Non possiamo addentrarci nello studio della equazione
differenziale [1}] e ci limitiamo ad accennare a due casi
particolari.

@) Per o =0 una soluzione della [1] & data da

£ = a,/mod (P — 0)

ove a, & omografia arbitraria costante e O & un punto pure
arbitrario fisso. Oid si verifica facilmente.

Quando £ deve essere numero reale (particolare omo-
grafia), e sempre per « =0 (numero anch’essa), allora la [1]
& 1’equazione di LAPLACE.

b) Per « == 0, allora una soluzione della [1], nel campo T,

¢ data da
odz

Indmod(P—0) "

(1) Una soluzione dell’equazione A'w=u &

1 udr

w=_ﬁt mod (P — 0)°
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Quando &, e in conseguenza anche o [efr. Cap. II, § 3,
. 2, [3] notal, & un numero allora la [1] & I equazione di
Poisson. .

4. Vettori dei quali la divergenza o la rotazionale & nulla,
Noi abbiamo dimostrato [cfr. Cap. II, § 4, n. 1, [23],

[24]] che ~
divrot ¢ =0, rotgrad x=0,

essendo o vettore e & numero funzioni di P, ciod che: &
sempre nulla la divergenza della rotazionale di un vettore
¢ la rotazionale del gradiente di un numero. Sussistono
anche le proprietd inverse, cio® si hanno i teoremi seguenti,
ove w & un vettore funzione di P.

TrOREMA 1.° Se la divergenza di w & nulla,

1] dive =0,

allora, it & la rotazionale di un vetlore, ciod esiste almeno
un vettore v, fungione di P, per il quale

[17] w=rot v.

In altri termini: affinché si abbia Aiv =0 é necessario
¢ sufficiente che u sia la rotazionale di un vetiore, cioé
che sia w=—=rotv.

Dim. Dal Teor. 3° del n. 2 e dall’ipotesi dive =0 si ha

w=grad A/\grad p;
ma [cfr. Cap. II, § 2, n. 5, [2]; § 4, n. 1, [24]]
rot () grad p) =2Arot grad p+ grad A A grad p —=grad AAgrad

e quindi » & la rotazionale del vettore A gradp; c. d. d.

TrEOREMA 2.° Se la rotazionale di w é nulla
[2] | rot w =0,

allova, w ¢ il gradiente di un numero, cioé esiste almeno un



[Cap. 111, § 2, n. 5] 255

numero m, funzione di P, per il quale
[2] - w= grad m.

In altri termini: affinché si abbia rot w =0, & necessario
e sufficiente che w sia il gradiente di un numero, cioé
che sia uw = grad m.

Dim. Dalla ipotesi rotw—0 segue che u X< rotw=—=0. In
conseguenza [cfr. n. 2, Teor. 2°] si ha:
w==2> grad p.

Operando con rot nei due membri, si ha, dalla ipotesi, e
da proprietd ben note,

grad AAgradp—=0.
Duanque, esiste un numero reale kb tale che
grad A—=hgrad p, ciod tale che d\= hdp.;

ne segue che & e i sono funzioni di p, e allora posto

m = j‘)xdu

si ricava subito grad m = X grad p, vale a dire che w & il gra-
diente di un numero; c. d. d.

5. Teoremi per vettori ed omografie derivati da un teo-
rema analitico di Clebsch.

by

TROREMA 1.° Se w & vettore, funzione dé P, ¢ n é un nu-
mero intero positivo e non nullo, allora : si puo determinare,
ed in infiniti modi, un numero reale m ¢ un vettore v, fun-
zioni di P, in modo tale che

1 w — grad m + rot” v.
Dim. Sia m una soluzione [cfr. n. 4] della equazione in m
Am = div u;
e poiché [efr. Cap. II, § 4, n. 1 {14]] Am =divgrad m si avrd
div(w — grad m) =0



256 [Cap. III, § 2, n. 5]

e quindi [cfr. n. 4, Teor. 1°] deve esistere almeno un vettore v,
funzione di P, per il quale si ha

u — grad m —=rot v.

1l teorema & dunque dimostrato per n=1 (Teorema di
CLEBSCH sotto forma assoluta).
Dalla [1] per n=1, ed & vera, si ha:

w=grad m -+ rotv,
v, == grad m, + rot v,

v,—, = grad m,,_, + rot v;
ma si ha [efr. Cap. II, § 4, n. 1, [24]] rot grad m; =0 e quindi
u = grad m + rot"v; ¢. d. d.

TEOREMA 2.° Stando per w ed n le ipotesi del teor. 1°,
allora : esistono infiniti vetlori o, fungioni di P, per i quali
st ha
[2] rot"*+! g = rot w,

¢ questi vettori o, sodisfacenti alla equazione differenziale (2],
sono tutti e soli i vettori v che verificano la relazione [1].
Dim. Operando con rot nei due membri della [1] si ha
rot w =rot"*iv

e quindi i vettori v della {1] sono dei vettori « che sodisfano
alla [2].
Viceversa. Siccome la [2] pud scriversi

rot (rot™ & — w) = 0,
dal Teor. 2° del n. 4 risulta che esiste un numero m tale che
rot”« — u=-— grad m
e quindi i vettori « della [2] sono dei vettori v della [1}.
Dei teoremi 1°, 2° per i vettori [il 1° di sotto forma

assoluta, e per n=1, un teorema dovuto a CLEBSCH] si
“hanno i corrispondenti per le omografie.
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TrOREMA 3. Se¢ a é una omografia, funzione di P, ¢ n &
un numero intero positivo ¢ non nullo, allora : si pud deter-
minare, ed in infiniti modi, un vettore u ¢ una omograﬂa B,
Junzgioni di P, in modo tale che:

[3] o= I\ (—fT) -+~ Rot™ p

Dim. Sia @ un vettore costante. Si ha dalla [1] che
(a) aa = grad m -+ rot"v

ove il numero m e il vettore v sono, nel caso nostro, funzioni
di P e di @ Operando nei due membri della (a) con div, o
con rot, rispettivamente si ha [efr. Cap. II, § 2, n. 5, [5], [6];
§ 4, n. 1, [23], [14], [24]]

(a") grad Kz <X a = Am, (Rot o2)a = rot "+,

I primi membri delle (a’) sono funzioni lineari nel campo dei
vettori costanti; lo stesso deve avvenire per i secondi membri.
Per questo basta che m e v siano funzioni lineari di @ mnel
campo dei vettori costanti; infatti, A e rot*+! gono distributivi
rispetto alla somma e per & numero costante si ha, per pro-
prieta ben note,

A(hm) = hAm, rot™*(hv)=hrot"+lv,

Assumendo allora m e v funzioni lineari di @ & noto [cfr.
Intr. II, n. 7, 1°], che devono esistere un vettore « e una omo-
grafia § funzioni di P soltanto e tali che m =w X a, v =1fa.In
conseguenza si ha dalla (a)

aa = grad(u X< a) + rot"(fa)

ovvero, per proprieta ben note,

o = (K %%)a -+ (Rot™3)a

che per I'arbitrarietd di a dimostra la [3].

TEOREMA 4.° Stando per « ed n le ipotesi del teor. 3°,
allora : esistono infinite omografie € funzioni di P, per le
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quali st ha:
(4] Rot?**+1E = Rot «

¢ le omografie & sono tutte e sole le omografie § che verifi-
cano la [3}.

Dim. B conseguenza del Teor. 2°, ponendo x = a & u = oa,
come si & fatto per dedurre il Teor. 3° dal 1°.

§ 3. Equazioni differenziali.

Per non stare a ripetere in ogni teorema di questo §
quale & il significato delle lettere e relazioni delle quali
facciamo uso, stabiliamo, una volta per tutte che:

w, o, m sono, rispettivameunte, vettore, omografia, nunero
reale, funzioni wote del punto P e date in un ecampo con-
tinuo, ecc., a tre dimensioni; ’

u,, E,, m, elementi analoghi ai precedenti, ma costanti
che si fissano ad arbitrio;

x, £, x, sono, rispettivamente, vettore, omografia, numero
reale, che noi vogliamo determinare (le incognite) in fun-
zione di P in modo da sodisfare a certe condizioni date
(equazioni differenziali) in tutto il campo di variabilita di P;

v, w, B, n sono ancora, due vettori, una omografia, un
numero reale, funzioni di P che noi possiamo fissare del
tutto ad arbitrio, oppure sodisfacenti a condizioni che sa-
ranno indicate volta per volta;

O & un punto arbitrario costante.

Le equazioni differenziali che noi consideriamo in que-
sto § sono della forma generale

(@) fy=nh

ove : f & uno degli operatori differenziali stabiliti nel Cap. 11,
o formato (prodotto funzionale) con queste e gli operatori
I,K,D, V ey, h sono dei convenienti elementi delle classi
vettore, omografia, numero reale.
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Delle equazioni differenziali (¢) noi diamo la soluzione ge-
aerale nel caso h =10, e delle soluzioni particolari per h==0,
costante o funzione di P. B evidente che si ottengono le
soluzioni generali delle equazioni (a) per h==0, aggiun-
gendo alla soluzione particolare la soluzione generale della
equazione (a) per h=20.

1. Soluzioni generali delle equazioni fy =0.
Le equaziont differenziali [1]-[10] hanno per soluzioni
generali le espressioni [1']-{10] delle incognite x, E, w.

[ divee =0 [I'l" a=rotwv
[2] rota =0 [2] a=gradn
[3] gradw =0 (31 % = cost
{4 gradi =0 4] E=K Rot
5] grad DE =0 (5] DE= Rot K Rot DB
. . Y
{ E=KRotf + divVp
1 V —_— lrdd i
7 VRott =0 1) e=KRot D+ KL
ar
. , . dv
; . . __dgradn
9] RotDEf =0 (97 D= —ip
[10] V‘_l%%d.&:o [10] &= n--K Rotf.

Dim. [1', [2]. Dai teoremi del § 2, n. 4.
Dim. [3]. La equazione grad ® =0 equivale a

de—=grad ® X dP =0,

poiché dP & arbitrario, ¢id equivale a dr=—0, ¢. d. d.
Dim. {4']. Se a & vettore costante, le relazioni seguenti

ax grad £ =0, div(Kfe)=0, Kfa=rotw

equivalgono alla condizione [4] w essendo fanzione lineare
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di @ nel campo dei vettori costanti, vale a dire w==fa, con §
omografia funzione di P; allora

KEa = rot(3a) = (Rot )a

che per Varbitrarietd di e da la [4'].
Dim. [5']. Dalle formule [5] e [4] si ha

DE=KRot Yy

con y omografia tale che V Roty =0, cioe tale che [cfr. Cap. II,

§ 2, n. 8]
grad(Ly —v)=0

e quindi, per le [4], [4'] tali che
y— I,y =K Rot .

Operando con I, nei due membri si ricava 2L,y = — I, Rot
e quindi si ha [efr. Cap. 11, § 2, n. 8]

Y:KRotﬁ—i—diVVB.

Da questa applicando forinule note e che non stiamo a
citare si ha:

Y =K |Rot § -+ div V3| =K | Rot D + Rot(VB )+ divVB{=
=K {Rot D3 + (dVB)/dP — div V3 + div V§} =
=K Rot D3+ K |(dVf)/dP};
indi applicando 1’operatore K Rot,

DE = K Roty = K Rot K Rot DB + 0; ¢. d. d.

Dim. [6']. Essendo a vettore costante arbitrario, la [6] equi-

vale a
(Rot E)a = 0,, rotifa)=0, Ea—=gradn

con n funzione lineare di @ e quindi n = v X a, cioe

dv

fa = grad(v X a) =K ar®

che per Parbitrarietd di ¢ dimostra la [6).
Dim. [7’]. Nella Dim. [5'] si & gia visto che la [7] equivale a
E=K Rot § + div V§

il che dimostra la 1* forma ([7'). Operando in questa prima



[Cap. 111, § 3, n. 2] 261

forma con Rot si ha, dalla Dim. [5],
Rot § ==Rot KRot DB, ovvero Rot(f — KRot D3)=

che per la [6] dimostra la 2* forma.
Dim. [8]. La (8] equivale a

RotE=—wA;
ma poiche grad K Rot £ =0, w deve esser tale che
grad (wA) =20, cioe tale che rotw=—0

e in conseguenza, per la [2], w = grad n. La [8] prende dunque
la forma '

Rot £ = (grad n)\ = Rotn, cioé Rot(§—mn)=0

che per la [6'] dimostra la [8'].
Dim. {9]. Dalle [6], [6] si ha:

dv
purche si abbia
Vf =0, cio® rotv=0, vale a dire v=gradn; ¢. d. d.

ar

Dim. [10’]. Per proprietd ormai ben note le relazioni seguenti
sono equivalenti alla condizione [10]:

rot grad £ =0, gradf—gradn, grad({—n) =0,
E—n=KRotj; c. d. d.

2. Soluzioni particolari delle equazioni fy = cost.
Le equazioni differenziali [1]-[8] hanno come soluzioni
particolari, le espressiont [1'}-[8'].

[1] divae =m, (17 o 1 5 M o (P—0)
2] rotax =wu, 27 « = 5 'uo/\(P — 0)
3] gradz =1, [3

]
] & =1, X(P — 0)
4] grad§ =wu, 4] & =u, X(P—0)
[6] grad D= [6] DE=u,<(P—0)

u,
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6] RotE =a, (6] € =__%(P—0)/\a0
(1 V RotE =1, (1 & =uy<(P—0)
(8] D RotE = Da, 8] E =—%(P—O)/\Dao,

Dim. Gli operatori div, rot, .. applicati ai secondi membri
delle [1']-[8] danno, in virth di proprleté, ben note, i secondi
membri delle [1]-[8).

Della equazione Rot £ = m, diamo la soluzione generale.
17 equazione differenziale

[9] Rot E=m,

ha come soluzione generale

) 1 dv
ovvero
19" E=KRotD§ +K ‘;”

ove D3 deve avere la forma

. ., dgradn
Dﬁ_—amo(P—O) +T'

Dim. La [9] risulta subito dalla [6'] e dalla [6] del n. 1.
La [9”] si ba dalla 2* forma [7'] del n. 1 e la condizione per Dj

si ha percheé

My

K Rot D= — 52 (P— O)A\,

RotDli—q»n—0 P— 0)/\_—4§mograd[(P Oy ]1/\_. Rot | mo(P ()

e in conseguenza

DB.——m (P—0p -« K2,

ap’

ma deve essere V{dw/dP)=0, ciod rot w==0 o ancora w=—grad n;
c. 4. d.
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3. Soluzioni particolari delle equazioni fy = funzione di P.
TROREMA 1.° Le equasgioni differenziali

[1] divee =m
[4] gradf —u
[5] grad DE=wu
[7] VRot{ =u

ammettono delle solugioni, qualunque sianode funzioni m, u,
di P, e delle soluzioni particolari sono date rispettivamente da:

[1] ¢ =gradn con An=m

[41E =n—vA » w=grad n+rotv
[6'] DE=n+2D(dive—dr/dP), » w=gradn-+rot*v
[T & =n+20A » w=gradn-rotv.

Dim. [U']. Poniamo [cfr. § 2, n. 5, Teor. 1°] # = grad @ + rotv.
Si ha dive=divgradz-+ 0= An; ¢. d. d.
Dim. [4]. Posto, come sopra, w = grad n -+ rot v, si ha:

w = grad n — grad (v \) = grad (n —v/\); ¢. d. d.
Dim. [5']. Posto [efr. § 2, n. 5, Teor. 1°], w =grad n + rot*v

si ha:
w = grad n + grad (div v — dv/dP) + grad (div v — Kdv/dP) =
—grad {n + 2D (dive —dv/dP)}; c. d. d.

Dim. [7']. Posto w=—grad n + rot v si ha:

u =V Rotn -+ 2V Rot n + 2—~—2d1vv

dP"‘V? ap
=V iRotn + 2Rot (v A\)| =V Rot (n + 20 A); c. d. d.

TEOREMA 2.° Le equazioni differenziali

— pe—
w

2 robe —u
grade =wu

6] Rotf =«

8] D Rot £ = D«
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ammettono delle soluzioni solamente quando si ha, rispetti-
vamente :

[2] div e =0
[3'] rot e =0
[6'] gradKe =0
[8] divgrad «a = 0.

*

Se la condizione (3] & sodisfatta, allora wun integrale
particolare della [3] é dato da

(@) T = Ju > dP,
(non avendosi negli aliri casi delle espressioni semplici).

Dim. [2]. Dalla [2] si ha subito div# = div rot « =0 e quindi
la condizione [2'] & necessaria. Hssa & pure sufficiente, poiché
esprime [cfr. n. 1, [1]] che » & la rotazionale di un vettore.

Dim. [3]. La relazione [3] equivale a

Ar=u X dP

e in conseguenza u < dP deve essere un differenziale esatto,
il che [efr. § 2, n. 1, [5]] si verifica solamente quando & sodi-
sfatta la [3']. Da cid risulta anche la (a).

Dim. [6]. Essendo @ vettore costante arbitrario, la condi-
zione [6'] equivale alle condizioni

axgrad Kz =0, div(aa)=0, oa=rotuv,

con v funzione lineare di @ nel campo dei vettori costanti, e
quindi equivale anche ad

aa = rot (Ba) = (Rot Bja;

il che prova che la condizione [6'] & sufficicnte. Essa & anche
necessaria poichd [cfr. Cap. II, § 4, n. 1, [25]] grad K Rot & = 0.

Dim. [8]. Osserviamo che la condizione [8'] equivale ad una
qualanque delle condizioni

div grad Dx =0, divgrad Kx=0
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poiche, come & 'noto,

Dx=oa—VaA, Ka=ox—2Vap
ed inoltre .

div grad (Vo A\) = — div rot Voo =0.

Alla [8] si pud dare la forma
D(Rot§ —2) =0, da cui Rot{ —a=wvA;
operando nei due membri di quest’ ultima eon K, grad, div, si ha:
KRotE —Ka=—wvA, grad Ka=-—rotv, divgrad Ka=0

e quindi la condizione [8'] & necessaria. Se la condizione [8] &
vera da essa risulta [efr. n. 1, [1]] che esiste un vettore v tale che

rot v = — grad Ko,

® quindi la condizione & anche sufficiente.
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